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Abstract

ThestudyofBayesianGARCH(1,1)Models

VolatilityEstimationUsingKOSPIIndex

Kim Hyoung-Min

Advisor:Prof.Chang,In-Hong,Ph.D.

DepartmentofComputerScienceandStatistics,

GraduateSchoolofChosunUniversity

Thepurposeofthisstudywastoestimatethefluctuationofanearningrate

and risk management using the price index of Korea stocks.After an

observation ofconception offluctuation,GARCH modelwhich is presumed

heteroscedasticitywiththepriceindexofstockswasused.

Based on Bayesian method, the Volatility clustering and fluctuation

phenomenon wasfound to belasted using GARCH model.In addition,the

effects offluctuation on thetime-series was evaluated,which showed the

heteroscedasticity.Winbugs,Bayesiansoftware,andMCMC methodwereused

foranalysis.

Thebasicofriskmanagementforfinancetheory,VaR,waspresumedby

montecarlosimulationwithSimpleMovingAverage(SMA).SMA isoneof

the fluctuation methods that could be used operationally to predict the

fluctuation and fluctuation on GARCH (1,1)model.In addition,VaR was

comparedwithactualearningrate.Withthesemethods,itcanbeconcluded

thatGARCH (1,1)modelcouldreflectedtherecentstatusofmarketandwas

moresuitabletoestimatethefluctuationoffinancetime-seriesdatathanSMA.
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제 1장 서 론

제 1 연구 배경 목

증권 산업을 비롯한 국내 외 융시장의 상황은 하루가 다르게 격하게 변화

해가고 있다.이에 따라 리,환율,주가,유가,부동산과 같은 시계열 자료들은 시

간에 따라 변화가 커지고 있다.사람들은 이런 시간 자료들에 해 분석을 하고

측을 하고 싶어 한다.그런데 이러한 자료의 측을 한다는 것은 그리 쉬운 일은

아니다. 를 들어 시계열 자료인 주가의 자료를 보면 자료의 변동성이 매우 크다

는 것을 알 수가 있다.즉,경제시계열 자료들은 시간에 따라 상승이 지속되기도

하고 하락이 지속되기도 하며 갑작스 큰 폭으로 변동하기도 한다.이러한 상황

하에서 사람들은 정확한 단 없이 기 수익률에만 심을 둔 비합리 인 투자를

하고 있다.보다 합리 인 투자를 해 변동성(Volatility)을 추정하고 측하는 합

리 인 투자의사결정을 해야 한다.

여기서 나오는 변동성이라는 것은 통계학 으로 보면 분산을 의미한다.이 변

동성이라는 것은 Risk( 험)를 분석하는데 사용을 한다.이러한 변동 상이 나타

나는 이유는 미래의 값의 분산이 재의 상황에 련이 있다는 것을 의미한다.즉,

주가의 자료에서 보듯이 시계열자료는 변동성이 매우 크다는 것을 알 수 있다.그

래서 자료의 시 에서 변동 폭인 분산이 최근의 자료에 향을 많이 받는다는

것에 착안하여 이를 모형화하기 해서 Engle(1982)은 조건부 이분산 자기회귀(Au

toregressiveConditionalHeteroscedasticity:ARCH )모형을 제안하 다.시간 가

변 분산을 측정할 수 있는 방법은 각 찰치의 우도를 조건부 확률 도로 분해

하는 것이다.즉,ARCH모형의 추정은 최우추정법을 사용해서 추정된다.이 게 함

으로써 불확실성의 척도를 무조건부분산이 아닌 조건부분산으로 해석하여 우도함

수가 용이하게 만들어 질 수 있다.ARCH모형은 자산수익률의 변동성의 특징을 표

하기 해 GARCH,EGARCH,IGARCH,TGARCH 등과 같은 조건부분산모형으

로 확 되었다.ARCH모형 이후 Bollerslev(1986)가 오차의 분산에 자료의 값과

시 의 분산을 일반화시킨 GARCH(GeneralizedAutoregressiveConditionalHetero

scedasticity)모형을 제시하 다. 재 경제시계열자료를 분석하는 방법으로 GARC

H모형은 심 치에 있으며,본 논문에서는 GARCH(1,1)모형을 국내 시계열 자료
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인 KOSPI를 이용하여 최우추정법이 아닌 Bayesian 근을 해보고자 한다.

GARCH모형의 변동성에 해 Bayesian 근 후 최종 으로 추정된 변동성을

가지고 3가지 주식으로 구성된 포트폴리오를 구성 한 후,변동성에 한 여러 측

방법 에서 실무 으로 용이하게 사용될 수 있는 변동성 산출방법인 단순이동평

균과 GARCH(1,1)모형의 변동성을 가지고 융이론의 험 리(RiskManageme

nt)의 가장 기본이 되는 VaR를 산출하여 실제 수익률과 비교 분석해보기로 한다.

논문은 구성은 다음과 같다.2장에서는 GARCH모형과 VaR의 개념을 설명하

고,3장에서는 베이지안 근방법인 마르코 체인 몬테 칼로 방법(MCMC)을 소개

하고,4장 실증분석에서는 KOSPI지수를 가지고 베이지안 근방법으로 GARCH모

형의 변동성의 특성을 본 후 베이지안 근방법으로 구한 GARCH모형의 변동성을

가지고 VaR을 구해 실제 수익률과 비교해보고자 한다.5장에서는 본 연구에 한

결론을 제시하는 것으로 논문을 마치고자 한다.
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제 1 선행 연구

박순상(2003)은 마 조사의 Bayesian 근에 한 연구에서 베이지안 근

방법을 회귀분석에 용하여 통 근방법의 회귀추정량과 사 정보가 없는 비

정보 사 분포를 부여한 경우에 얻어진 베이지안 회귀추정결과와의 차이가 존재

하는지를 확인하 다.

채화연(2003)은 ARMA(p,q)-GARCH(r,s)모형에서 베이지안 방법을 이용한

평균과 분산에 한 측연구에서 변동성에 한 모형으로 ARMA(p,q)-GARCH

(r,s)모형을 따르는 회귀모형을 설정하고,이모형의 모수에 해 베이지안 추정법을

제시하 다.

김상용,이용흔(2006)은 시계열 자료 분석에서 측된 각 시 에서의 측치의

분산을 서로 다른 분산을 따른다고 가정하고 이를 분석하는 모형들이 옵션가격분

석이나 환율 변화 등 경제 시계열 자료의 측모형들의 성능을 비교하 다.

장원(2009)은 BayesianUHFGARCH-M모형을 이용한 변동성 EuropeanO

ption가격분로추정에서 이산 시간 하에서의 기하 라운운동에 한 자연스러운

확장인 BayesianUHFGARCH-M모형을 이용해 기 자산 변동성의 분포를 경험

으로 추론하고,이를 이용하여 Europeancalloption의 정가격 분포를 구하는

방법에 해 연구하 다.

신원재,최문희,이홍재(2009)는 계층 베이즈 모형을 이용한 I-GARCH 모수

와 VaR의 추정 결정 요인분석에서 2008년 6월 16일부터 2009년 6월 12일까지

의 KOSPI200개별주식의 일일수익률 데이터를 이용하여 I-GARCH(1,1)모형의 일

종인 EWMA의 충격소멸계수의 사후분포와 VaR의 분포를 구하고 이러한 분포가

개별 기업의 특성과 련이 있는지를 연구하 다.

권 아(2010)는 다변량 GARCH 모형을 이용한 자산상 계수에 한 연구에서

1992년부터 2008년까지의 우리나라에 상장 거래 되는 각 산업별 우량주 9개의 일

별 수익률을 사용하여 다변량 GARCH 모형인 DCC GARCH모형을 이용하여 각

포트폴리오의 공분산행렬을 추정하고,이를 이용하 최소분산 포트폴리오를 구성

하 다.그 결과,안정 인 포트폴리오일수록 DCCGARCH 모형과 CCCGARCH

모형을 이용한 포트폴리오의 험의 차이가 더 큰 것으로 나타났다.

VaR(ValueatRisk)에 한 선행연구로 이 행(2000)은 1985년부터 1999년까

지 15년 동안의 일별 VaR를 연구하 다.분석 상은 KOSPI지수와 10개의 종목으

로 구성된 2개의 포트폴리오등 총3개의 포트폴리오를 가지고 분석방법은 델타-노
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말 분석방법과 역사 시뮬 이션 방법을 사용하 고,델타-노말 분석에 있어서는

변동성 추정방법으로 단순이동 평균법과 지수가 이동평균법을 사용하 다.이러

한 분석방법에 의해 12개의 모형을 수립하고 VaR을 추정 비교 하 다.

조담(2004)은 주식의 변동성 추정방법이 VaR에 미치는 향에 해서 연구하

다.주식포트폴리오의 변동성을 역사 표 편차,지수가 이동평균 GARCH

(1,1)에 의해 추정하여 1990년 1월부터 2004년 2월까지 총 3,894일의 KOSPI200일

별종가 자료를 사용하여 변동성 추정방법에 따라 VaR의 성이 어떻게 달라지

는지를 검증하 다.

김용덕,이근철(2004)은 VaR기법을 이용한 VaR모형과 다 회귀분석모형을 토

로 한국의 손해보험 산업을 지배구조,시장 유에 따른 분류,생존형태에 따른

분류로 세분화하여 1994년 4월부터 2004년 3월까지의 기간에 하여 시장리스크를

분석하 다. 한 VaR모형에서 분산-공분산 방법을 용하여 종속변수를 VaR측정

치 시장리스크 비율로 정의된 값을 기 으로 비교 하여 추정방법에 계없이

표본 내⋅외의 표본크기가 250일인 경우 실패율에 한 표본외 측이 상 으로

정확하며 융⋅외환 기의 향으로 표본크기가 증가할수록 실패율의 평균값이

커짐을 연구하 다.

이근 (2006)은 VaR모형의 측성과 비교에서 KOSPI와 회사채를 결합한 포트

폴리오 수익률을 이용하여 VaR모형의 표본외 성과를 비교분석하 다.

나상희(2009)는 변동성 변화에 따른 VaR비교분석에서 증권거래소에서 제공하

는 2006년 3월 31일부터 2008년 3월 31일까지의 POSCO,KCC, 공업 각각

해당 주식 종가 일별자료를 이용하여 단순이동평균,지수가 이동평균,GARCH(1,

1)모형을 기 으로 변동성을 산출하고 각각의 변동성별로 VaR를 산출한 후 2008

년 3월 31일 이후의 종가 데이터와 비교하 다.
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제 2장 이분산성 시계열 모형

시계열자료를 설명하기 해 확률모형을 이용하는 것은 이미 잘 알려져 있다.

정상 인 확률모형의 하나로 자기회귀이동평균(AutoRegressiveMovingAverage

:ARMA)모형이 있다.ARMA모형은 과거의 정보가 주어졌을 때의 재 측값

 의 모형은 기댓값을 이용한다.

여기서 는    
인 백색잡음(whitenoise)이다. 의 측값은 다음과

같이 주어진다.

기본 가정들은 조건부 평균은 일정하지 않고,조건부 분산은 일정하다.그리고

조건부 분포는 정규분포이다.그러나 어떤 자료들에서는 조건부 분산이 일정하다는

가정은 사실이 아니다. 를 들어,근래의 주가들은 일반 으로 변동성을 가지고

있다고 생각한다.그러면 재의 주가들도 높은 변동성을 가지고 있으리라 측된

다.만약 주가 자료에 한 모형을 ARMA모형을 이용한다면,시간의 변화에 따라

변하는 조건부 분산에 한 형태를 찾아내지 못할 것이다.그 과정의 형태는 통상

으로 이분산성과 련이 있다.즉,과거의 정보로부터 분산의 향에 해 부가

으로 생각해야 하며,모형을 좀 더 일반화 할 필요가 있다.

Engle(1982)은 조건부 평균과 조건부 분산의 모형을 해 다음의 정의를 이용

하 다.

정의 :      가 주어졌을 때 의 조건부 평균모형에서 조건부 분산

은 일정하지 않으며,조건부 표 편차의 항은 다항 백색잡음이다.이것을 다음과
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        ∼



   

 
 

 단         ≥  

같이 표 할 수 있다.

Engle의 모형은 의 원칙으로 인해 조건부 분산을 모형화 하 으며,이 모형

은 자기회귀 조건부 이분산(AutoregressiveConditionalHeteroscedastic:ARCH)

모형으로 많이 알려져 있다.

ARCH 모형은 다양한 특성들을 가지고 있으며,여러 분야에서 용할 수 있어

심을 많이 받아왔다.

제 1 ARCH 모형(Auto-RegressiveConditionalHetero

skedasticity)

자산가격의 변동성에서 흔히 찰되는 시계열 의존성(seriallydependence)을

모형화한 것이 ARCH모형이다.일반 으로 경제 시계열들의 종속구조는 분산값이

자신의 값(auto)에 조건부(conditional)로 의존하는 이분산(heteroscedasticity) 상이

발생하게 된다. 를 들어, 재의 분산과 조직 인 계를 지니고 있는 ‘군집 상’

은 이분산의 표 인 라 할 수 있다.변동성 군집 는 fattail의 특성을 갖는

시계열을 조건부분산의 에서 모형화 하기 하여 Engle(1982)은 다음과 같은

p-차 자기회귀형 조건부분산(autoregressiveconditionalheteroscedasticity) 는

여서 ARCH(p)모형을 제안하 다.

은 보통의 다 회귀식이며,다만 다른 은 확률 오차 항이 에서 보는 것
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  단   




   

 ⋯ 


처럼 조건부정규분포 한다는 것이다.설명변수 벡터 는 t시 에서 고정되어 있다

고 가정하는 것도 일반 다 회귀식과 같다.흔히 융시계열 분석에 있어서 는

종속변수 자신의 래그들과 
 식에 정의된 조건부 분산이나 표 편차 는 기타의

외생 설명변수들을 포함할 수 있다.이러한 모형을 ARCH모형이라고 하는 이유

는 다음과 같다.

의 식을 고쳐 쓰면

가 되어 잔차항의 제곱이 AR(p)과정을 따른다.


≡           

  로 정의되므로 의 식의 양

변에 (t-1)시 의 기댓값을 취하면 ,

가 되어 보통의 p-차 자기회귀(autoregressive)모형을 따르는 것을 알 수 있다.

한 이분산성을 갖게 되는 이유는 의 실 된 래그값에 따라 
가 항상 변할 수

있기 때문이다.일정한 조건하에서 는 첨 분포를 가지며,

( 는 


)는 안정

자기회귀과정을 따르고 따라서 분산집 을 야기할 수 있다.그러므로 ARCH(p)모

형은 꼬리가 두터운 특성을 가지는 융시계열을 모형화 하는 데 유용할 수 있음

을 알 수 있다.

제 2 GARCH 모형(GeneralizedARCHModel)

ARCH(p)모형을 추정하는 경우 래그 p를 크게 설정해야 하는 경향이 있다.

안으로 Bollerslev(1986)는 ARCH 모형을 일반화하는 다음과 같은 GARCH(p,q)모형
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(GeneralizedARCH)을 제안하 다.

단 ≻ ⋯  ⋯   ⋯


  ⋯
     

인 경우,즉 가장 간단한 GARCH(1,1)모형을 로 들어보자.

양변에 (t-1)시 조건부 기 값을 취하면

가 되므로 이를

로 다시 쓰면 GARCH(1,1)모형이 의미하는 비조건부분산은 다음과 같음을 쉽게
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 ≺  경우


 




 

∞






 ≺ 

알 수 있다.

GARCH 모형을 도입하는 이유는 GARCH(1,1)모형을 로 들 때 이를 반복

입과정을 통하여 다음과 같은 ARCH(∞)모형으로 다시 쓸 수 있기 때문이다.

즉,작은 수의 라미터를 사용함에도 불구하고 긴 래그의 ARCH 모형을 추정

하는 것과 유사한 효과를 가져오기 때문이다.실제로 우리가 자주 하는 융시계

열들의 변동성은 매우 지속 (persistent)인 것으로 보이며, 흔히 단순한

GARCH(1,1)모형으로도 부분 잘 모형화 할 수 있는 것으로 알려져 있다.

GARCH(p,q)모형에 해서는 다음의 두 정리를 기억할 필요가 있다.

(1)GARCH(p,q)모형이      

그리고

   ≠를 갖는 약한 의미에서의 안정성을 갖기 한 필요충분조건

은

따라서     인 경우,GARCH 모형의 약안정성 조건은  ≺ 이고

비조건부분산은 에서 살펴본 바와 같이   

이다.비조건부

분산식을 보면 왜 가 (0)보다 커야 하는 이유를 알 수 있다.
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 ≻

(2)GARCH(1,1)과정의 경우 만일 
 

≺ 이면 4차 모멘트가

존재한다.즉,

따라서 과첨도(excesskurtosis)는 다음과 같이 계산된다.

즉,GARCH(1,1)은 leptokurtic하고 fattail을 갖는 시계열 자료를 모형화 하는

경우에 합함을 알 수 있다.

부분의 경우 GARCH모형은 융시계열 자료를 분석하고 조건부 변동성을

추정하는데 합리 이고 좋은 모형이다.그러나 특별한 자료의 다양한 특성을 잘 나

타낼 수 있어 모형의 합 도를 높일 수 있는 다양한 모형들이 있어 이들에 해

간략히 살펴보겠다.

제 3 EGARCH모형 (ExponentialGARCHModel)

GARCH모형의 경우 조건부 분산이 항상 양(positive)의 값을 갖기 해 제약조

건이 존재하는데 이 조건은 조건부 분산을 필요 이상으로 제약 으로 만들 가능성

이 있으며,원래의 GARCH모형은 재의 수익률과 미래 수익률의 변동성사이의

음(negative)의 상 계를 고려하지 않고 있다.이는 시장이 참가자들의 기 밖의

하락세에 있을 때 양의 충격에 비하여 음의 충격이 변동성에 더 큰 향을 미친다

는 정보효과인 버리지 효과(leverageeffect)를 고려하지 않은 것으로 해석할 수

있다.반면에 일반 인 GARCH 모형은 재수익률의 잔차항의 제곱이 미래의 수

익률의 변동성에 향을 미치게 되어 조건부 변동성에 한 충격이 양인지 음인지

상 없이 칭 인 효과를 미치기 때문에 이 을 고려하여 Nelson(1991)은 다음과
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같은 EGARCH(ExponentialGARCH)모형을 제안하 다.

의 식에서 ≻,즉 좋은 정보(goodnews)이면 효과는  이

고,반 로 ≺,즉 나쁜 정보(badnews)이면 효과는 이 된다.

여기서 가 통계 으로 유의한 음의 값을 갖는다면 버리지 효과가 있는 것으로

나쁜 정보가 좋은 정보보다 변동성에 더 큰 향을 미치게 된다는 것을 의미한다.

EGARCH모형은 모수에 한 제약조건이 없어도 조건부 분산이 항상 양이 되

며, ≺ 이면 ln

과정은 정상성을 만족하며,선형 ARCH모형들과는 달리 원계

열의 제곱
과정의 자기상 계수는 부호를 바꿔가는 사이클 형태를 보일 것이다.

EGARCH모형은 오차항 의 확률 도함수를 가정하고 최우추정법으로 추정할

수 있는데 정규분포를 가정하는 경우  의 분산을 
  expln

으로 변환

하여 우도함수에 입해야 한다.Nelson은 정규분포 신 평균과 분산을 각각 0과

1로 정규화한 일반화오차분포(GeneralizedErrorDistribution;GED)를 제안하기도

하 다.

제 4 TGARCH 모형 ( 는 GJR모형)

버리지 효과를 고려하는 다른 모형으로 Glosten,Janganathan과 Runkle(1

993)은 다음과 같은 TGARCH(ThresholdGACRH)모형을 제안하 다.
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 ∙

의 식에서 가 0을 기 으로 크고 작음에 따라서 조건부 분산 

에 다른

향을 미치게 되는데,    ≺ 이면 나쁜 정보로 효과는   
 이고,반 로

   ≻ 이면 좋은 정보로 효과는   
 이 된다.여기서 버리지 효과가 있

다면 는 통계 으로 유의한 양의 값을 갖는다.

제 5 IGARCH 모형(IntegratedGARCHModel)

실증분석에 있어서 측치의 빈도가 높을수록 은 1에 매우 가까운

경우가 때때로 있는데 IGARCH (IntegratedGARCH)모형은  인 경우에 사용

하는 모형으로 이때는  이므로 이나  하나만 추정하게 된다.간단

히    인 GARCH(1,1)모형의 경우 조건부 분산은 다음의 식으로 나타낼 수

있다.

IGARCH모형은 의 식에서 오른쪽의 

을 반복 으로 입하면 EWMA모

형과 동일한 효과를 갖게 된다. 한 IGARCH모형의 변동성 측치는 정상성을 갖

는 GARCH(1,1)모형과 달리 수렴하지 않으며 다음 식과 같다.

따라서 재의 변동성은 무한한 미래의 변동성에 향을 미친다.
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IGARCH(1,1)모형은 표류항(drift)으로 를 갖는 선형임의보행과정과 유사하게

보이지만 실제로는 일반 으로 의 비조건부 분포가 모든 t에 해 항상 같아서

강한 의미의 정상성을 만족한다.

제 6 GARCH-M 모형

재무이론에서 험이 높아지면 기 험 리미엄도 커져서 높은 수익률을 기

할 수 있게 된다.이런 이론에 기 하여 Engle.Lilimen과 Robins(1987)는 조건부

분산의 변동뿐만 아니라 이러한 변동이 조건부평균 즉 조건부 수익률에 미치는

향을 고려하여 모형의 평균방정식에 조건부 분산을 포함시킨 GARCH-M(GAR

CH-in-mean)모형을 제안하 다.

그동안 재무이론에서 험 리미엄(riskpremium)의 평가는 매우 요한 문제

는데 이를 측하거나 측정하기 한 방법으로 단순회귀모형은 부 한 것으로

알려져 왔으며 최근의 연구 성과에 의하면 자산수익률의 험과 기 수익률이 시

간이 지남에 따라 변하는 것으로 밝 지고 있어 GARCH-M모형은 이러한 계를

모형화한 것으로 볼 수 있다.

식을 보면 험을 나타내는 

가 수익률의 조건부 평균에 한 설명변수이

므로 이 에 조건부 평균과 조건부 분산이 일정하다고 가정하는 CAPM(CapitalAs

setPricingModel)검증방법의 문제도 GARCH-M모형을 이용하여 검증할 수 있어

유용하다.
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제 7 VaR(ValueatRisk)

오늘날 융기 은 주식,채권,외환,선도,선물,옵션 등 다양한 자산들에 포

지션을 취하고 있다.그러나 융 기,시장의 불안 등에 의해서 융기 의 막

한 손실을 안겨주는 경우도 있다.미국의 OrangeCounty와 Daiwa은행은 이자율

험으로 인해 각각 16억 달러와 11억 달러의 투자 손실을 입었다. 한 근래의 우

리나라의 Sk증권도 모건사와 거래에서 규모 손실을 입은 이 있다.이런 일련

의 사건들은 융기 의 험 리가 얼마나 요한지를 명확히 보여주고 있다.

이런 문제를 해결하기 해 세계의 융기 들은 시장 험을 계산하고 통제하

기 쉬운 VaR(ValueatRisk:시장 험 리)에 심을 기울이고 있다.VaR(Value

atRisk)는 “정상 인 시장(normalmarket)여건 하에서 주어진 신뢰수 (confiden

celevel)하에 목표기간(targetperiod)동안에 발생할 수 있는 최 손실 액(maximu

m loss)"으로 정의된다.이 정의에서 알 수 있듯이 VaR가 10억원일 때 다음과 같

은 통계학 표 이 가능하다.포지션 가치에 향을 미치는 어떤 험요인의 변화

로 인해 1주일 동안에 발생할 수 있는 최 손실이 10억 원보다 을 확률이 95%

이다.(손실이 10억 원보다 작을 것을 95% 신뢰수 에서 확신한다.)즉 포지션의

가치에 향을 미치는 어떤 험요인의 변화로 인해 1주일 동안에 발생할 수 있는

손실이 10억 원보다 클 확률이 5%이다.여기서 5%는 허용수 (tolerancelever)이

라고 한다.일반 으로 VaR은 어떤 포트폴리오가 1일,5일 는 10일과 같이 단기

의 시장 험에 어느 정도 노출되어 있는가를 측정하는 척도로 이용되고 있다.여기

서 포트폴리오란 투자자가 보유하는 유가증권의 묶음이란 뜻이다.이러한 VaR모형

은 융자산의 확률 분포를 기본 으로 하고 있으며,변동성에 의한 측정이 필수

이다.즉 자산가격의 변동성이 증가하면 VaR도 커지게 되고 그만큼의 손실액이 커

질 수도 있다.그래서 변동성이 증가할 것으로 상되는 자산을 보유하고 있는 포

트폴리오를 조정하려고 시도 할 것이고 이러한 변동성에 한 정확한 측은 VaR

측정에 있어서 가장 핵심 이라고 할 수 있다.

여기서 신뢰수 은 자산가치 감소액의 특정 한 값,즉 -VaR보다 클 확률로 정

의되므로 신뢰수 이 높을수록 보수 인 리스크 측정으로 평가되어 VaR는 더 커

지게 된다. 를 들어 신뢰도 95%의 VaR보다 신뢰도 99%의 VaR가 더 큰 값을

가진다. 보유기간에 따라 자산가치의 수익률이 달라지므로 VaR 한 자산의 보

유기간에 달라진다.즉,보유기간이 길수록 자산가치의 분포가 넓어지므로 VaR도

커지게 된다.보유기간은 통상 으로 융자선 포트폴리오의 성격과 VaR의 사용목
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,자산처분에 필요한 기간을 고려하여 정한다.보유기간은 포트폴리오를 정상

으로 처분하는데 필요한 최 기간에 해당하므로 정상 인 매매에 필요한 기간으로

정의되는 보유기간은 유동성과 한 련이 있다.바젤 원회의 내부모형

(internalmodel) 근법은 10일의 보유기간을 상으로 VaR를 계산하도록 하고 있

으나 상업은행들은 VaR를 1일 보유기간 기 으로 보고 하고 있다.

VaR는 가치평가 근방법에 따른 분류에 의해 두 가지로 나 수 있다.포트

폴리오의 가치평가 후 미분을 통해 가치의 변화를 추정하여 험을 측정하는 부분

가치 평가방법(localvaluation)과 자산의 가격을 일정한 시나리오에 의해 포트폴리

오를 재평가하여 험을 측정하는 완 가치 평가방법(fullvaluation)이 있다.부분

가치 평가방법에는 Delta-Normal방법이 표 이고,완 가치 평가법에서는 역사

시뮬 이션(HistoricalSimulationModel),몬테카를로 시뮬 이션 방법(Monte-

CarloSimulationModel), 기분석(StressTesting)등이 있다. 한,VaR를 측정

하는 다른 방법인 확률분포의 종류에 따라 모수 방법과 비모수 방법으로 나

수 있다.모수 방법은 수익률 분포의 표 편차와 정해진 신뢰수 을 이용하여

VaR를 구하는 방법이고 비모수 방법은 분포에 한 가정이 없이 자산의 수익률

분포가 주어질 때 이 분포로부터 직 VaR를 구하는 방법이다.VaR 추정방법의

유용성을 비교하는 연구가 계속되고 있지만 각각의 방법들이 장,단 을 모두 가지

고 있으므로 어느 것이 합한 것인가를 단하기는 어렵다.

2.7.1.DeltaNormal방법

Delta-Normal방법은 모수 추정 방법으로 리스크 요소와 이에 따른 포트

폴리오 손익이 정규분포를 가진다고 가정하여 VaR를 측정하는 방법으로 J.P.

Morgan의 험 리 로그램인 Riskmetrics를 포함한 부분의 경우에 사용되는

방법이다.

자산의 수익률 분포가 정규분포를 따른다는 가정 하에 자산의 과거자료를 기

로 변동성과 상 계수를 추정하여 이를 신뢰수 을 반 하는 조정요수(multiplicati

vefactor)와 포트폴리오의 변동성을 사용하여 VaR를 쉽게 구할 수 있다.

  ××
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 :신뢰수 에 따른 승수

 :포트폴리오수익률의 변동성(분산)

 :포트폴리오의 가치

이 방법은 모든 자산 수익률이 정규분포를 따른다고 가정하므로 사용하기에는

편리하나 여러 가지 단 도 가지고 있다.

2.7.2.역사 시뮬 이션 방법

역사 시뮬 이션이란 미래가격의 분포가 과거의 가격분포와 동일할 것이라는

가정을 하고 VaR를 구하는 방법이다.즉,과거의 N 개의 가격 변동성을 산출한 후

과거 변동성의 비율이 아닌 가치변화량으로 그 로 옮겨 미래의 가격 변화를

측한다. 는 변동성의 변화량으로 활용하여 변동성을 측한다.이때,과거N개

의 가격 변동성 하나가 다음 기간 동안에 나타날 수 있다는 것을 가정의 기반

으로 삼는다.이제 미래의 가격 변동성 측치가 나와 있으므로,이를 오름차순으

로 정렬하여 신뢰수 에 해당하는 값을 찾아내어 VaR를 측정한다.이는 비모수

추정방법이다.따라서 채택한 과거 치안에 극단 인 일이 발생한 경우 이것이 시뮬

이션에 포함되므로 통계 으로 볼 때 험치가 높게 나타날 수 있다.

역사 시뮬 이션은 실제 가격을 이용하므로 비선형과 비정규분포를 수용할

수 있다.이는 모수 근법과 달리 분포를 가정하지 않기 때문에 모수 추정방

법이 갖고 있는 분포의 가정이나 특정 모형으로부터 발생할 수 있는 오차를 일

수 있다는 장 이 있다.하지만 모수 추정방법에 비해 계산의 복잡성과 같은 추

정과정이 어려움이 있다.

2.7.3.몬테 칼로 방법

몬테칼로 시뮬 이션은 두 단계로 구성된다.첫째,재무변수의 확률과정(Stocha

sticprocess)과 과정계수(processparameter)를 규정한다.여기서 험과 상 계

등의 계수는 과거자료로부터 구한다.둘째,가상 인 가격변화를 모든 변수에 하

여 시뮬 이션 한다.주어진 목표기간 동안에 포트폴리오의 시장가치는 모형에 의

해 결정된다.이 게 구한 가상 인 가격을 이용하여 수익률분포를 구한 후 이로부
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∆  ∆ 
∆

터 VaR를 계산한다.즉,과거의 변동성으로부터 평균을 0으로 보았을 때,분산을

추정한다.

는 평균이 0이고 분산은 1인 정규분포를 따르는 난수를 의미한다.여기서,

는 과거의 변동성으로부터 구한 분산의 추정치이다.여기에서 과거의 통계치가

용되어,종목별 차이가 나타나게 된다.계산을 원하는 기간을 N개로 쪼개어

∆ N개를 연속 으로 생성하고,그 마지막 값의 분포에 하여 신뢰수 에

해당하는 값을 구하여 VaR를 측정하는 방법이다.

몬테칼로 시뮬 이션은 가상 인 가격변화가 확률과정(Stochasticprocess)으로

부터 구해진다는 것을 제외하면 역사 시뮬 이션과 유사하다.몬테칼로 시뮬 이

션에 의한 VaR값을 계산하는 과정에서 가장 요한 것은 각 시나리오에서 포트

폴리오의 가치를 구하는 것이다.따라서 시뮬 이션을 시작하기 에 가격의 움직

임에 한 통계 특성을 가장 잘 나타내는 특정 확률모형(stochasticmodel)을 선

택하여야 한다.가격변화과정을 생성하기 해 선택한 확률과정이 비 실 이면

VaR추정치도 비 실 인 수치가 된다.따라서 확률과정의 선택이 특히 요하다.

2.7.4. 기분석 방법

기분석은 시나리오 분석이라고도 하는데 주요 변수의 극단 인 변화가 포트

폴리오에 미치는 향을 시뮬 이션 하는 기법이다.즉 심 있는 변수가 변할 수

있는 주 인 시나리오를 결정한 후 이 변화가 포트폴리오의 가치에 미치는 향

을 분석하는 것이다.

이 방법은 과거에 일어나지 않았기 때문에 간과될 수 있는 외 인 상황까지

도 고려할 수 있어 민간 연구기 인 G-30은 민감도 분석을 보완 으로 사용하도록

추천하고 있다.그러나 시나리오를 구성할 때 주 인 단의 오류를 범할 수 있

으며 상 계를 제 로 고려할 수 없기 때문에 크고 복잡한 포트폴리오에는 합

하지 않다는 단 이 있다.
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제 8 VaR의 장 단

2.8.1.VaR의 장 활용

VaR(ValueatRisk)는 상품 리스크요소 별로 베타,듀 이션,델타,감마,

베가 등 별도로 정의되는 민감도(Sensitivity)와 비교할 때 다음과 같은 장 이 있

다.

a.VaR는 단일의 수치로 표 되어,일반 으로 이해 의사소통이 용이하다.

b.VaR는 주가,환율, 리 등 상이한 리스크 요소들에 한 리스크를 동일한

척도인 “ 액”으로 표시하여 리스크 요소들 간의 비교가 가능하고,따라서 사

인 리스크 측정이 가능하도록 한다.

c.VaR는 각 리스크 요소에 해 동일한 개념을 용하므로,리스크 조정 수익

률 산출에 쉽게 이용될 수 있다.

d.VaR는 “최 손실”개념을 이용하므로,한정된 자원 즉,자본 배분에 이용

될 수 있다.

e.VaR는 포트폴리오의 리스크량 산출에 있어 주가,환율, 리 등 각 리스크

요소 간의 상 계를 감안한다.

f.VaR는 시장리스크 측정할 뿐만 아니라,신용 운 리스크 등의 개념으로

확장이 가능한 개념으로 통합 리스크 측정 리의 기반을 제공한다.

2.8.2.VaR의 단 고려 사항

여러 가지 장 을 가진 반면 VaR는 다음과 같은 단 이용 시 고려할 들

이 있다.
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a.VaR는 기본 으로 과거 융자산 수익률 자료를 기반으로 산출되는데

(backward-looking),이러한 과거 자료가 미래에 한 한 측을 하지 못할 수

있다는 단 이 있다. 를 들어,ParametricVaR와 MonteCarloVaR는 융자산

수익률의 변동성 상 계를 추정하여 이러한 추정치가 미래에 용될 것이라

는 가정 하에 미래의 잠재 손실을 측하는 방법이며,이러한 가정들은 미래에

용되지 않을 수 있다는 단 이 있다. 한,HistoricalVaR의 경우에는 변동성이나

상 계를 추정하지는 않지만 역시 과거 자료를 사용하기 때문에 과거자료가 미

래에 한 측력이 떨어지는 경우 정확한 리스크를 산출할 수 없다는 문제가 생

기기도 한다.

b.ParametricVaR나 MonteCarloVaR의 경우,일반 으로 융자산 수익률

이 정규분포를 따른다고 가정하는데,실제로 융자산 수익률은 정규분포보다 두터

운 꼬리(fattail)를 갖는 등 정확하게 정규분포를 따르지 않는 경우가 많다.이 경

우 정규분포 가정하의 VaR는 실제 VaR즉,실제의 리스크보다 작게 나온다는 문

제가 있다.

c.VaR산출시 보유기간(holdingperiod)내 포지션의 청산 혹은 헷지가 가능한

것으로 가정하는데,이러한 가정이 시장상황에 따라 용되지 않을 수도 있다.

d.VaR는 VaR산출에 이용되는 신뢰수 , 를 들어 99% VaR의 경우,나머

지 1% 확률로 발생될 수 있는 손실에 해서는 아무런 정보도 주지 않는다. 를

들어 99% VaR가 10억인 경우에도 실제 손실이 11억 혹은 12억이 아니라 20억이

될 수도 있다.

e.VaR는 보유기간 동안 포트폴리오내의 포지션 변동이 없는 것을 가정하고

산출되는데, 를 들어 트 이딩 포트폴리오가 보유기간 10일 동안 동일한 포지션

을 유지한다고 가정하는 것은 비 실 일 수 있다.

f.VaR 수치가 와 같은 여러 가지 불완 한 가정 하에 산출된다는 사실을

인식하지 못하면,리스크 리에 한 잘못된 자신감을 가질 수 있어 실질 인 리스

크 리에 해가 될 수도 있다. 를 들어 융상품과 시장에 한 이해는 없고,

VaR수치만 아는 경우가 이에 포함된다.
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제 3장 베이지안의 이론 배경

제 1 베이지안 추론

“베이지안 통계학”이란 심 있는 모든 것(모수,결측치, 측치 등)들에 한

불확실성(uncertainty)을 확률분포로써 나타낸다는 가정에서 출발하는 것으로서

통 인 통계학의 기본 가정인 “고정된 미지”라는 과는 근본 으로 출발 이 다

르다.따라서 베이지안 추론의 근간은 사후분포 는 사후 도함수이다.사후 도

함수(posteriordensity function)는 우도함수(likelihood function)와 사 도함수

(priordensityfunction)의 곱에 비례하는 함수로서 우도함수에 따라 압축된 표본정

보와 사 도함수에 함축된 사 정보를 베이지 정리에 의하여 합성한 것이다.따

라서 베이지안 패러다임은 개념 으로 간단하고,직 ,확률 타당성을 지닌다

고 볼 수 있다.

3.1.1. 통 방법과 베이지안 근방법

통 근방법은 우리가 흔히 통계 근이라고 명명하는 일반 인 추정과

검정의 차에 사용하는 방법을 말한다.그러므로 통 근방법을 일반 근

방법(thegeneralapproachtoinference)라고 불러도 별무리는 없을 듯하다.이러한

근방법은 크게 두 가지의 상식 인 이론 명제를 기반으로 하고 있다.첫째는

체사건(N)에서 임의의 사건  이 일어나 상 도수  가 N을 무한히 증

가시킬 경우 안정 이 되며 이때 이를 흔히  가 발생할 확률이라고 애기한다는

것이다.두 번째 명제는 첫 번째 명제를 확장시킨 것으로ㅆ 어떤 모집단에 한 표

본의 수가 무한히 증가할수록 그 표본의 모수(parameter)에 추정치는 안정 으로

주어진다는 것이다.이 게 도수나 표본의 수가 무한히 증가할 경우 안정 인 상태

를 가정하는 것이 통 근방법이다.우리가 불편성이나 최소분산을 요시하는

것도 이러한 안정성과 련하여 이해할 수 있다.결국 통 인 근방법은 확률과

모수추정치의 안정성을 제로 오직 객 인 유일해만을 상정한다.이는 단순한

통계 계산과정의 반복이며 인간의 선택이나 주 이 존재하지 않는다.

이러한 통 근방법에 비해 베이지안 근방법은 자주 할 수 있는 방
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법은 아니었다. 한 통 인 통계학자들로부터 한때는 이단으로 취 받기도 하

다.이 근 방법도 역시 두 가지의 명제로 그 성격을 변한다고 할 수 있다.첫

째는 확률을 어떤 사건이 일어나리라고 상되는 각자의 주 인 신념(subjective

belief)이라고 정의하 다.그러므로 하나의 사건에 한 발생확률은 각자의 다 천

차만별일 수밖에 없다.둘째로 모수의 추정치는 모수에 한 불확실성(uncertainty)

에 입각하여 모수에 한 각자의 모든 지식(knowledge)을 집약한 하나의 확률분포

의 형태로 주어진다는 것이다.결국 베이지안 근방법은 확률과 모수가 각자 다른

주 인 시각을 제시한다.이는 단순히 통계 계산만 하는 것이 아니라 각자의

선택과 주 이 개입된 것을 말한다.

3.1.2.베이지안 방법

베이지안 분석 방법은 기존의 고 인 분석 방법에 비해 유용한 사 정보의

사용을 가능하게 할 뿐 아니라 표본의 크기가 작을 때에 상 으로 더 신뢰성 있

는 분석을 할 수 있는 장 을 가지고 있다.베이지안 추론의 주된 목 은 심 있

는 모수의 사후 도함수(posteriordensity)를 사 도함수(priordensityfunction)

와 우도함수(likelihoodfunction)로부터 구하는 것이다.이 추론 과정은 부분의

경우에 복잡한 분계산을 요구하고 있기 때문에 베이지안 분석 방법은 우도함수

와 사 도함수가 공액 계(conjugacy)가 성립하는 몇몇 경우에 해서만 국한

으로 사용되어 왔으며 실제 자료의 분석에는 많은 어려움이 있었다.그러나 최근

들어 컴퓨터의 성능이 좋아짐으로써 사후 도함수를 수치 으로 구할 수 있는 몬

테칼로 방법이 리 사용됨에 따라 베이지안 분석 방법은 여러 분야에서 사용되어

지고 있는 추세이다.

몬테칼로 방법이란 사 에 모수(parameter)에 임의의 값을 설정하고 측 안

되는 변수(unobservablevariables)의 값에 해서는 일정한 도함수를 가정한 후

도함수로부터 측값(random number)을 생성시킨 다음 이 값을 가지고 다시 거

꾸로 모수를 추정하는 과정을 반복하여 모수에 한 속성을 사후 으로 구하는 방

법이다.특히 이러한 몬테칼로 방법을 통해 모수에 한 단편 인 추론에서 보다

나아가 모수의 사후 도함수에 한 체 인 분포를 추정하는 것이 가능하게 되

었다.
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3.1.2.1.사 확률분포(priorprobabilitydistribution)

Bayes(1763)이래,특히 Fisher(1992)이래 베이지안 추론의 장 에 한 논쟁이

매우 활발하 다.이러한 논쟁의 은 사 분포함수들의 선택의 임의성이었다.

그러나 오늘날 베이지안 방법들이 통계학의 이론,응용분야 모두에서 폭발 으로

화되어 가고 있다.이는 사 정보가 거의 없다하더라도 신뢰할 수 있는 추론을

유도할 수 있는 것은 비정보 사 분포를 이용할 수 있기 때문이다.따라서 지난

수년간 매우 많은 범 의 비정보 사 분포가 제안되고 연구되어 왔다.

사후분포를 결정하기 해서는 사 분포를 선택하는 문제가 남아있다.사 분

포는 크게 자료 근법과 비자료 근법으로 나 수 있다.자료 근법

에서 우도함수와 사 분포가 공액(conjugate)을 이루게 하는 방법이 주로 쓰이는데,

이는 결과 으로 사 분포와 사후분포가 같은 모수분포형태를 갖게 하려는 것이

다.이러한 사 분포는 잘 알려진 표 형의 분포형태인 경우가 많은데 근사값을 구

하기 쉽고 계산이 편리한 장 이 있다.

과거 자료가 없는 경우에는 주로 정보가 없는 사 분포를 사용하게 되는데 이

것을 비정보 사 분포(non-informativeprior)라 부른다.

① 비정보 사 확률 도함수(noninformativeprior=vague)

사 확률함수를 구하는 방법 에 하나로 모수에 한 정보에 확신이 없을 때

즉,사 정보가 미흡할 때 비정보 사 확률함수를 사용한다.

② 공액사 확률함수(conjugateprior)

모수의 분포는 존재하지만 그 분포의 형태를 모를 때, 리 알려져 있는 분포

족(distributionfamily)들로 사 확률함수를 이용하게 된다.이때 사 확률분포와

사후확률분포가 같은 분포족일 때,그때의 사 확률함수를 공액사 확률함수라고

한다.

3.1.2.2.사후확률분포 (priorprobabilitydistribution)

사후확률분포는 재 측한 데이터로부터 얻은 새로운 표본정보와 사 정보에

의해 정해진다.
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3.1.2.3.베이지안 계산

베이지안 추론의 근간은 사후분포 는 사후 도함수이다.사후 도함수는 우

도함수는 우도함수와 사 도함수의 곱에 비례하는 함수로서 우도함수에 압축된

표본정보와 사 도함수에 압축된 사 정보를 베이즈 정리에 의하여 합성한 것으

므로 베이지안 패러다임은 개념 으로 간단하고 직 ,확률 타당성을 지닌다고

앞에서 언 하 다.그러나 베이지안의 실제 용은 단순하지 않는 경우가 종종 발

생하는데 이는 근간이 되는 사후 도함수가 수리 으로 주어지지 않고 단지 그 함

수형태만 알 수 있는 경우가 많기 때문이다.따라서 사후 도함수와 나아가서는 사

후추론을 한 베이지안 계산기법이 요구된다.

 ⋯이 분포(f는 알려진 분포형태,  ⋯는 추론의 상인

미지의 모수)에서 나온 찰치(확률분포)일 때 에 한 사 정보를 가지고 있으면

이를 찰치와 함께 이용하여 를 추론하는 것이다.

다시 말하면 재 자료인  ⋯이 찰되기 이 의 에 한 과거경험

는 믿음 등에서 나온 의 정보를 나타내는 분포를 사 분포 라 하면 와

표본정보  ⋯을 합쳐서 를 추론하는 것이 베이지안 방법인데 이는 의

선택에 따라 추론결과가 달라지게 된다.

사후분포를 라 할 때 이 분포는 앞의 사 지식과 표본들의 지식을 모두

종합한 분포라 할 수 있다.그러므로 사후분포에 더 많은 신뢰가 주어짐은 말할 것

도 없다.이제 이 두 분포는 베이즈(Bayes)정리를 이용하여 그 계를 알아 볼 수

있다.

여기서 함수 h는 확률변수 와 의 결합함수(jointdensityfunction)이고 와

는 각각 개별변수의 확률분포(marginaldistribution)와 조건부확률분포(conditional

distribution)를 나타낸다.식으로 나타내면
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와 같이 쓸 수 있다,이때 를 하나의 상수로 간주하고 를 우도함수

(likelihoodfunction)형태인 로 쓴다면

의 형태가 된다.결국 사후 확률분포는 사 분포에 한 정보와 표본으로

부터 얻은 정보를 결합하여 얻어지는 것이다.

3.1.3.베이지안 장

베이지안 통계학의 첫 번째 장 은 결과의 해석이 통 인 통계학보다 훨씬

쉽고 우리의 직 과도 잘 부합된다는 을 들 수 있다.통계학의 목표는 미지의 모

수에 한 정보를 추론하고 그 추론의 불확실성을 측량하는 것이다.그런데 그 불

확실성을 나타내는 가장 좋은 방법은 확률이며,베이지안 통계학은 이 확률을 직

으로 이용하는 유일무이한 통계 기법이다.

베이지안 통계학의 두 번째 장 으로는 많은 실제 문제들에 하여 모수의 사

확률에 한 정보를 쉽게 구할 수 있다는 것이다.세 번째 장 은 베이지안 기

법이 통 인 통계학자의 에서도 좋은 추정방법을 제공한다는 이다.베이지

안 기법으로 얻어진 통계량은 측치의 수가 많아지면 최 우도함수추정량(maxim

um likelihoodestimator)과 같은 뿐만 아니라 통 인 통계학에서 많은 통계량들

은 베이지안 추정량으로도 구할 수 있다.

베이지안 통계학의 네 번째 장 으로는 복잡한 문제에서 모수의 추론이 통

인 통계학보다 쉽다는 이다. 통 인 통계학에서 많이 쓰이는 최 우도추정량은

우도함수가 복잡해지면 추정량의 계산이 어려워지지만 베이지안의 마코 연쇄 몬

테칼로(MarkovChainMonteCarlo)기법을 사용하면 모수의 사후본포를 쉽게 구할

수 있고,사후분포를 통한 모수의 추론이 통 인 방법을 이용한 추론보다 더 정
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확하다.

단 으로는 문가들의 주 이 포함되는 사 정보가 문가들의 편견으로 인해

문제 을 야기 시킬 수도 있지만,방법론을 실용 으로 용하고 구사하는 측면에

서 볼 때 표본정보 못지않게 문가들의 의견도 굉장히 요한 정보이므로 분석에

이용될 충분한 가치가 있다고 할 수 있다. 다른 단 으로는 통 인 통계학에

비해서 구 과정이 어렵다는 을 들 수 있다.

제 2 MCMC(MarkovChainMonteCarlo)알고리즘

사람의 요구가 복잡해지고 커짐에 따라 그 욕구는 충족시키기 해서는

더 정교하고 복잡한 모형이 필요하게 된다.통계학에서도 그러한 문제는 외가 아

닐 것이다.이런 이유로 그에 부응하는 새로운 계산방법과 이론이 실히 필요하게

되었다.이러한 것 의 표 인 것으로 모의실험(simulation)을 들 수 있을 것이

다.특히 마코 연쇄(Markov Chain)를 이용한 모의실험,즉 MCMC (Markov

ChainMonteCarlo)가 그것이다.다차원 는 고차원의 분계산과 같은 문제에

직면하게 되었을 때 모의실험이 다른 수치 계산법보다 효과 이라는 사실은 잘

알려져 있다.그러나 이러한 모의실험을 하기 해서는 고차원 확률분포에서 표본

을 추출해야하고 이것은 언제나 쉬운 것만은 아니며 노력이 요구되는 작업이기도

하다.

베이지안 분석에서 사후분포에 한 추론은 사후분포에서 표본을 추출하여 이

를 요약하고 시각화시켜야 한다.그러나 일반 으로 특정형태가 아닌 복잡한 사후

분포에서 표본을 추출한다는 것은 과거에는 매우 어려웠다.하지만 재는 마코

연쇄를 이용한 모의실험 즉 MCMC라고 하는 상호 종속 인 확률변수를 생성하는

방법을 이용하면 이러한 문제를 해결할 수 있다.MCMC는 다변량이면서 직 으

로 사후분포에서 표본생성이 불가능하거나 생성가능해도 시간과 경비가 허락하지

않을 경우의 임의의 분포에서 생성해서 그것을 사후분포의 표본으로 사용할 수 있

는 방법이다.

MCMC방법 에 표 인 방법으로는 Gibbs표본추출 방법과 Metropolis-

Hastings알고리즘이 있는데 이 방법들의 공통 은 반복 으로 확률변수를 생성하

며 생성된 변수들은 상호독립이 아니라 상 계가 있고 종속 이라는 이다.따

라서 결과 분석에는 많은 세심한 주의를 기울일 필요가 있고 한 얼마나 많은 표

본을 생성해야 하며,어떻게 빨리 충분한 정보를 갖는 표본을 생성해야 하는가의
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문제가 두되고 있다.

그 밖의 몬테칼로 분계산의 기법으로는 1960년 반에 나타난 몬테칼로 분

법이 Hit와 Miss기법과 표본평균기법(Sample-meanmethod)이다.그러나 이 두 가

지 방법은 수치해석 기법에 비하여 추정효율이 떨어지는 문제가 있어서 각 을

받지 못하 다.그러나 이후 분산축소기법(Variancereductiontechnique)이 등장하

고 종래의 수치해석 기법들이 쉽게 용되기 어려운 다차원 분값의 산출 문

제에 몬테칼로 기법의 유용함이 밝 지면서 주표본기법(Importancesamplingmeth

od),깁스샘 링기법(Gibbs-sampling-method),메트로폴리스-헤스 스알고리즘(Me

tropolis-Hastings등 많은 새로운 기법이 제안되고 있다.

3.2.1.깁스샘 링 알고리즘(GibbsSamplingAlgorithm)

깁스 샘 링 알고리즘은 Gelman에 의해 연구가 되어 Hastings에 의해 발 되

었다.깁스 샘 링 알고리즘은 다차원 이상의 분을 계산하기 한 것으로 신경

망, 문가 시스템과 같은 척도가 크고 복잡한 모형에 용되어 사용되어 왔다.

깁스 샘 링 알고리즘은 다차원의 결합 확률분포가 복잡하여 직 랜덤표본을

생성하기 어려운 경우 각 변수의 조건부확률분포로부터 랜덤표본을 반복 으로 생

성하면서 한 조건 하에서 이들의 극한분포가 결합 확률 도함수가 된다는 사

실에 근거하여 난수를 생성하는 알고리즘이다.이때 개개의 조건부확률분포로부터

의 난수 발생이 쉬워야 한다.

깁스 샘 링 알고리즘에서 각 변수의 조건부 확률분포로부터 반복 으로 생성

된 난수들이 결합 확률 도함수를 극한분포로 갖는 벡터 마코 연쇄를 구성한다.

뿐만 아니라 각 변수의 조건부확률분포로부터 생성된 랜덤표본의 극한분포는 각

변수의 주변확률분포가 된다.

모수 에 하여     ⋯
의 결합사후분포 로부터의 베이지안

추론을 한 깁스 샘 링 알고리즘은 다음과 같다.

(1) 한 기값 
  

 
⋯ 

를 생각한다.

(2)
∼ 

⋯
 


∼ 


⋯
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∼

 


⋯
 

⋮


∼ 

 


⋯
 

(3)(1),(2)를 k번 반복한다.

의 깁스 샘 링 과정을 통하여 나타나는 모수 에 한 샘 링의 추정 결과

는 다음과 같다.


∼ 

⋯
 


∼ 


⋯




∼

 


 ⋯
  

⋮


∼ 

 


⋯
 

따라서 깁스 표본   
 ⋯ 

를 얻을 수 있으며,이러한 과정을 체

번 반복하여 깁스 표본 
 ⋯ 

를 얻을 수 있다.이 깁스 표본을 사용하여 사

후분포를 추정하며 사후평균과 사후분산을 계산할 수 있다.

3.2.2.메트로폴리스-해스 스 알고리즘 (Metropolis-Hastings

Algorithm)

메트로폴리스-해스 스 알고리즘은 볼츠만분포의 특별한 경우를 해 이것을

발표한 Metropolis와 이것을 일반화한 Hastings의 이름을 따서 명명되었다.깁스

샘 링 알고리즘은 메트로폴리스-해스 스 알고리즘은 특별한 경우이며,일반 인

용에는 제약이 있지만 보통 더욱 빠르고 사용하가 쉽다.
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min

 

 

메트로폴리스-해스 스 알고리즘은 난수를 발생하고자 하는 목표 확률분포가

∝ 혹은  ⋅와 같이 주어지고,이 때 정규화 상수를 모르는 경

우 로부터 난수를 발생시키는 알고리즘이다.

메트로폴리스-해스 스 알고리즘을 사용하기 해서 다음과 같은 과정이 필요

하다.

(1) 기값 를 선택한다.

(2) 로 놓는다.

(3) 당한 조건부 확률 도함수 
 로부터 후보난수 를 생성한다.

(4)균일분포 로부터 난수 를 생성하여 ≤이면  으로 갱신하

고 그 지 않을 경우에는  으로 한다.이 때 는 다음과 같다.

(5) 을 용하여 (3)으로 돌아간다.

다음의 결과로부터 얻은  ⋯는 를 극한분포로 가지는 마코 연쇄

이며,이 표본을 통하여 사후분포의 사후평균과 사후분산을 계산할 수 있다.

메트로폴리스-해스 스 알고리즘에서 후보생성 도함수 를 어떻게

정하는가에 따라 난수를 생성하는 과정이 많은 향을 받게 된다.이 후보 생성

도 함수 에 해 주로 사용 되는 것은 확률보행연쇄와 의 알려지는

형태를 사용하는 방법이 있다.

첫 번째,확률보행연쇄를 이용한 방법은   
 로 주어진다.

여기서 은 특정된 도함수 이다.따라서 난수  의 방법으로 생성된

다.여기서 는 증분 확률변수로서 ∼
를 따른다.흔히 의 표 인 선

택으로는 균일분포,정규분포,코쉬분포 등을 사용한다.확률보행연쇄를 이용한 경

우 이동확률 는 다음과 같다.
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min






 




두 번째, 알려진 형태의 를 사용하는 방법은 만약 가

∝⋅와 같이 표 될 때 가 난수를 쉽게 발생할 수 있는 도

함수이고  가 균일유계이면  를 선택한다.알려진 형태의

를 사용하는 경우 이동확률 는 다음과 같다.

min
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제 4장 실증분석

본 연구는 2004년 10월 19일부터 2011년 04월 29일까지의 주가종합지수 일별

종가 데이터 (1628일)를 상으로 주가수익률 모형을 추정하 다.GARCH모형에

베이지안 근을 하여 변동성을 구해본 후 변동성의 특성을 알아본 후 VaR을 구

해보기로 한다.GARCH모형의 변동성의 특성을 알아보기 해 분석의 상이 된

자료는 2004년 10월 19일부터 2011년 04월 29일까지의 1628일의 주가종합지수인 K

OSPI데이터를 사용하여 실증분석을 실시해보았으며, VaR을 구해보기 해 시

장을 표할 수 있고 활발히 거래되어 유동성이 높은 주식으로 편성된 KOSPI200

지수의 상장기업의 데이터를 선택하여 실증분석을 해보았다.베이즈 추정을 하기

해서는 먼 심 모수에 한 우도함수와 사 분포 함수들을 정의해야 한다.G

ARCH모형의 우도함수는 다음과 같다.

   ∏  












시 t마다 조건부분산을 추정해야 하므로 의 우도함수에서는 일정한 분산

 신 

이 사용되고 있다.

이제 모수 에 해 다음과 같은 사 분포를 가정한다.

 ∝   ×     ×   

여기서 는 평균이 이고, 분산이 인 정규확률 도함수이고

   는 각 모수들의 사 평균과 사 분산을 나타낸다.

는 모수들에 한 제약조건을 만족하면 1,그 지 않으면 0의 값을 갖

는 지시함수인데,여기서 제약조건은 일반 인 GARCH모형에 용되는 다음 정상

성 조건을 말한다.
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   ≻  for ≤  ≤ 

   ≻  for  ≤  ≤ 

  
 



  
 



 ≺ 

앞서 제시한 데이터 생성과정을 따르는 시계열자료   들에 한 우

도함수는 다음과 같다.

    ∏  













가 주어졌을 때 모수 에 한 사후분포함수는 아래와 같이 표 할 수 있

다.

   ∝    

베이지안 MCMC추정을 해서 베이지안 소 트웨어인 Winbugs를 사용하

다.Winbugs는 MCMC 추정시 모수의 사후분포(posteriordistribution)추출과

련된 알고리즘이 로그램 내에서 자동 으로 선택되는 구조를 가지고 있다.다만

알고리즘의 선택기 은 알 수 없는 “블랙박스”의 형태이다.이는 MCMC 련 컴

퓨터 코딩을 다른 소 트웨어에 비해 월등히 쉽게 하는 장 이 있으나 이는 추정

상 모형에 따라 계산상의 효율성이 낮아져 추정시간이 길어지는 문제 이 발생

하기도 한다.MayerandYu(2000)와 Yu(2005)는 Winbugs를 이용하여 로그 확률

변동성 모형(logstochasticvolatilitymodel)을 추정하 고,YunandHong(2009)은

이를 참조하여 미국 S&P500주가수익률을 상으로 제곱근 확률변동성 모형을

추정한 바 있다.MCMC추정시 10,000회의 MCMC순환을 수행하 으며,이

기 2,000회의 순환결과를 MCMC체인 (chain)의 수렴성 확보를 해 폐기하 다.
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<그림 1>Traceofalpha

<그림 2>Traceofbeta

의 그림은 MCMC를 이용한 모의실험 결과의 와 값들을 나타낸 것으로

미지의 모수들에 한 깁스샘 링을 하 을 때는 그 값들이 수렴하는지를 살펴볼

필요가 있다.모의실험에서는 그래 를 통해 살펴본 후 안정 인 상태로 수렴하는

값들을 얻기 하여,수렴하는지를 살펴볼 필요가 있다.모의실험에서는 그래 를

통해 살펴본 후 안정 인 상태로 수렴하는 값들을 얻기 하여,수렴하지 않는

반의 값들은 제거하 다.이 그림들은 표본들이 얼마나 잘 혼합(well-mixing)되어

추출되었는지를 보여 다.만약 그림에서 반복(interation)하는 동안 값이 변하지 않

고 일정하게 유지되는 부분이 존재한다면 이 표본은 잘 혼합되어 추출되었다고 볼

수 없다.따라서 의 2가지 생성표본 추이에 한 그림을 살펴보면 어느 반복지

에서 값이 변하지 않고 일정하게 유지되는 부분을 찾아볼 수 없으므로 생성된

와값들이 잘 혼합되었다고 할 수 있다.

그리고 이 그림들은 모의실험으로 얻어진 와 값들이 수렴상태를 나타내주

는 측도는 될 수 없지만 이 그림들은 보면 와 값들이 잘 혼합되어 추출되었으
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므로 수렴하는데 특별한 문제가 없다는 것을 알 수 있다.

의 합은 변동성이 얼마나 지속 인가 는 재의 변동성이 미래에 어떤

속도로 소멸되어 갈 것인가를 측정하는 계수로 활용되고 있다.의 값이 1에

가까울수록 재의 변동성이 유사한 수 에서 장래에도 지속될 가능성이 높다는

것이다.일반 으로 실증분석에서 의 값이 값보다 큰 경우가 많고 1에 가까운

경향을 보인다.아래의 그림에서도 보면  로 거의 1에 가까운 경향을

보이고 있다.따라서 융시계열에 있어서 많은 경우가 조건부 이분산에 한 충격

효과가 사라지는데 소요되는 시간은 매우 긴 향이 있다고 볼 수 있다.

<그림 3>kerneldensityofalphaandkernaldensityofbeta

<그림 4>historyofalphaand historyofbeta

이제 베이지안 MCMC방법으로 도출된 GARCH모형의 변동성의 성질을 알아본

다.2004년 10월 19일부터 2011년 04월 29일까지의 주가종합지수인 KOSPI의 시계

열 그래 를 보면 아래와 같이 나타난다.
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<그림 5>KOSPI시계열그래

그림5에서 주가종합지수는 분석기간 동안 2007년 말까지 반 으로 상승세를

보이다가 2007년 이후 반 으로 하락세를 보이고 있다.

<그림 6>변동성 시계열 그래

일일 수익률 자료의 변동성 추이를 살펴보면 타원형으로 표시되어 있는 부분에
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서 수익률의 등락이 연속 으로 일어나는 변동성 군집 상(volatilityclustering)을

발견할 수 있다.여기서 변동성 군집 상이란 최근의 변동성이 미래의 변동성에

향을 수 있다는 확률 으로 검증된 상이다.즉,변동성의 시계열이 서로 상

계를 가지고 움직인다는 것으로 변동성이 한번 커지면 변동성이 커진 상황이 한

동안 지속될 가능성이 높다는 이론이다.

이와 같은 변동성 군집 상을 설명하기 해서 ARCH,GARCH 모형 등이 개

발되었다.이를 다시 한번 확인 해 볼 수 있었다.

에서 산출한 GARCH모형의 변동성을 사용하여 비교 시가총액이 크고 거

래의 유동성이 큰 코스피 200종목 3개의 그룹 삼성 자, 자동차,신세계

3개의 그룹의 기 데이터를 가지고 주식의 종가데이터를 취합한 후 각각 주식의

일일 수익률을 산출하 다.산출된 수익률을 가지고 각각 3개의 종목의 VaR을 몬

테칼로 시뮬 이션 방법으로 각각 개별 VaR와 포트폴리오 VaR을 산출하 다.변

동성을 비교하기 해 단순이동평균과 VaR을 비교해 보았다.

한 일일 수익률은 다음과 같은 식에 의하여 해당주식의 일일 종가에 로그값

을 취한 후 차분하여 계산하 다.

주식의 일별 수익률 =LN(당일 주식 종가 /직 일 주식 종가)

VaR분석에 사용한 자료는 증권거래소에서 제공하는 2008년 1월 2일부터 2010

년 12월 30일까지의 주식 삼성 자, 자동차,신세계의 종가 데이터를 사용하

다.

단순이동평균(SMA)와 GARCH(1,1)에서 과거 수익률에 한 변동성을 가지고

각각 종목의 VaR와 포트폴리오 VaR를 산출하 다.산출 시 보유 액은 해당 주

식 1주를 기 으로 산출하며 산출한 VaR는 보유기간을 10일로,1달로 가정하여

2010년 12월 30일 기 으로 산출하 다.2011년 1월 3일부터 업일 기 으로 10일

이 지난 2011년 1월 14일까지와 1달이 지난 2011년 1월 31일까지의 해당종목에

한 수익률에 한 VaR를 구해보았다.산출한 VaR는 다음 표에 나와 있다.
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신뢰수 구분 삼성 자 자동차 신세계 포트폴리오

- 보유 액 958,000 177,000 615,000 1,750,000

95%
SMA 35,620 9,800 23,080 64,220

GARCH(1,1) 38,470 11,250 28,320 75,780

99%
SMA 40,910 12,200 27,950 77,690

GARCH(1,1) 45.150 16,780 39,470 94,560

신뢰수 구분 삼성 자 자동차 신세계 포트폴리오

- 보유 액 958,000 177,000 615,000 1,750,000

95%
SMA 33,550 8,300 19,250 59,700

GARCH(1,1) 34,864 9,244 21,572 70,860

99%
SMA 37,950 10,600 24,380 72,450

GARCH(1,1) 43,426 12,172 30,404 84,300

<표 1>보유기간 10일 기

<표 2>보유기간 1달 기

의 표에서 알 수 있듯이 산출된 변동성을 이용해 보유기간 10일,1달을 기

으로 신뢰수 95%,99%에 해당하는 개별 종목의 VaR를 산출하고 포트폴리오

VaR을 산출하 다.그 결과 보유기간 10일로 산출한 VaR보다 1달을 기 으로 산

출한 VaR가 더 크게 나옴을 알 수 있었다.즉,보유기간이 길수록 자산가치의 분

포가 넓어지므로 VaR도 커지게 됨을 볼 수가 있었고,신뢰수 은 95%에서 산출한

VaR보다 99%에서 산출한 VaR가 더 크게 나오게 됨을 볼 수 있었다.여기서 신뢰

수 은 자산가치 감소액의 특정 한 값으로 신뢰수 이 높을수록 보수 인 리스크

측정으로 평가되어 VaR는 더 커지게 됨을 확인할 수가 있었다.

한 개별종목의 VaR의 합보다 포트폴리오의 VaR가 더 작게 나오게 된 것을

알 수 가 있었다.그 이유로는 포트폴리오의 분산 투자효과 때문이다.즉 포트폴
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구분 삼성 자 차 신세계

평균 수익률 -0.29% 0.14% -0.18%

매입 액 958,000 177,000 615,000

손실 액 -25,000 23,500 -11,000

95%

VaR

SMA 33,550 8,300 19,250

GARCH(1,1) 34,864 9,244 21,572

99%

VaR

SMA 37,950 10,600 24,380

GARCH(1,1) 49,426 12,172 30,404

리오 구성자산들에 한 수익률이 각각 다르게 존재하므로 각각 수익률에 한 상

계를 반 하여 종목 VaR의 합보다 작게 산출이 되는 것을 의미한다.

VaR(ValueatRisk)도 단순이동평균(SMA)으로 산출한 VaR보다 GARCH(1,1)

모형에서 더 크게 산출이 되었음을 알 수 가 있다.이는 시 에 동일한 가 치를

주는 단순이동평균보다는 시 에 더 가 치는 주는 모형이 GARCH(1,1)모형이기

때문이다.

마지막으로 에서 산출한 VaR데이터를 실제 운용했을 시의 수익률과 비교해

본다.산출한 VaR는 보유기간을 10일로,1달로 가정하여 2010년 12월 30일 기 으

로 산출하 다.즉 10일,1달간의 최 손실이 산출된 VaR를 과하지 않는다는

것을 뜻한다.2011년 1월 3일부터 업일 기 으로 10일이 지난 2011년 1월 14일까

지와 1달이 지난 2011년 1월 31일까지의 해당종목에 한 수익률과 실제 수익률을

비교해 보았다.

<표 3>평균수익률과 VaR비교(보유기간 10일기 )

2011년 1월 3일부터 2011년 1월 14일까지 10일 동안의 기간 주식의 수익률

을 보면 차는 (+)이므로 해당 기간 동안 이익을 보고 삼성과 신세계는 해당기

간동안 (-)손실 액만큼의 손실을 봤다
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구분 삼성 자 차 신세계

평균 수익률 0.13% 0.10% -0.31%

매입 액 958,000 177,000 615,000

손실 액 23,000 2,000 -39,000

95%

VaR

SMA 35,620 9,800 33,080

GARCH(1,1) 38,470 11,250 38,320

99%

VaR

SMA 40,910 12,200 37,950

GARCH(1,1) 45,150 16,780 46,470

<표4>평균수익률과 VaR비교(보유기간 한달기 )

2011년 1월 3일부터 2011년 1월 31일까지 1달동안의 기간 주식의 수익률을

보면 삼성 자와 차는 (+)이므로 해당 기간 동안 이익을 보고 신세계만 해당

기간동안 (-)손실 액만큼의 손실을 봤다.실제 손실본 액이 산출된 VaR 액을

과 하지 않는 것을 신세계를 보면 알 수 있다. 에서 보면 SMA로 산출된 VaR

이 최소수익률에 가장 근 하게 산출되었는데 이는 단순히 과거자료에 한 가

치 없이 산출한 변동성이므로 산출하려는 시 근래의 시장상황을 반 하기 힘들

다.만약 최근에 시장이 락 등이 반복했을 경우 변동성이 크게 측정이 되어야

정상인데 SMA의 경우는 재시장상황이나 이 상황이나 동일한 가 치를 주고

있으며 GARCH(1,1)모형은 최근 시장상황에 한 가 치를 주어 변동성을 산출하

므로 SMA보다 더 한 방법이라고 할 수 있다.결국 이분산성을 잘 표 하고

있다고 말할 수 있다.
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제 5장 결 론

최근 경제가 변하면서 자산의 험 리에서 변동성의 요성이 더욱 커지고

있다.이러한 변동성은 분산을 지칭하며, 험(Risk)을 측정하는 수단이 되고 있다.

본 논문에서는 이분산성을 나타내는 GARCH모형을 이용하여 2004년 10월 19일부

터 2010년 12월 30일까지의 주가종합지수 일별 종가 데이터 (1547일)를 상으로

변동성을 베이즈 추정의 방법으로 Winbugs를 이용하여 MCMC방법을 개 하여

GARCH(1,1)모형의 변동성의 특성을 살펴보았다.그 다음으로 3가지 주식 삼성

자, 차,신세계의 포트폴리오를 구성하여 2008년 1월 2일부터 2010년 12월 30

일까지의 일별 종가자료를 사용하여 변동성에 한 여러 산출방법 에서 단순이

동평균(SMA),GARCH(1,1)모형을 기 으로 변동성을 산출하여 비교하 다.

과거자료에 한 가 치 없이 단순한 방식으로 산출하는 단순이동평균(SMA)으

로 산출한 변동성과 최근 자료에 한 일정한 가 치를 주어 산출하는 GARCH(1,

1)모형을 기 으로 변동성을 산출한 결과 최근의 시장상황을 반 하는 방식인 GA

RCH(1,1)모형으로 산출한 변동성이 더 크게 나오게 됨을 알 수 있었다.

산출된 변동성을 이용해 보유기간 10일과 1달을 기 으로 신뢰수 95%,99%

에 해당하는 개별 종목의 VaR를 산출하 다.그 결과 보유기간 10일보다 1달에서,

신뢰수 95%보다 99%에서 더 크게 산출됨을 알 수 있었다. 한 최근의 시장상

황을 반 하는 GARCH(1,1)모형에서 산출한 VaR가 단순이동평균(SMA)보다 더

크게 나옴을 알 수 있었다.종합 으로 단순이동평균(SMA)보다 최근의 시장상황

을 반 할 수 있는 GARCH(1,1)모형이 더 정함을 알 수 있었다.

이로써 변동성만 가지고도 다음 기의 해당 자산에 한 수익률을 유추할 수 있

었고 변동성이 곧 VaR산출에 향을 미친다는 것을 알게 되었다.더욱더 정 한

VaR를 산출하기 해선 좀 더 정 하고 객 인 변동성 산출 방법의 연구가 필

요 할 것으로 보인다.
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