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ABSTRACT

BayesianInferencefortheProportionalHazardsModel
withFrailtyusingR

Jeon,Jun-hoon
Advisor:Prof.Chang,In-HongPh.D
DepartmentofComputerScienceStatistics,
GraduateSchoolofChosunUniversity

Survivalanalysisis,statisticmethodsanalyzing dataaboutlifetimewhich
gotteninanimalexperimentorclinicaldemonstration,orsurvivaltime.Statistic
analysisofsurvivaltimeisappliedwidelyinnotonlymedicalandphysiology
butalsotechnologyandsociology.
Generally when analyzing survivaldata,we use Cox(1972)'s proportional

hazardsmodelwhichdoesn'tneedaassumptionaboutdistributionofsurvival
timewhen there are covariateswhich haveeffecton survivaltime.Cox's
proportionalhazards modelassumed thatevery subject's survivaltime is
independenteachotherandrelationalongcovariatesislinear.butinsurvival
datawhichdoesn'tsatisfytheindependentassumptionaboutsurvivaltime,use
ofcox'sproportionalhazardsmodelisn'tproper.Manyresearcherssuggestthe
frailtymodeltosolvethis.
Inthispaper,wecompareandanalyzetheCox'sproportionalhazardsmodel

andfrailtymodelusingCox'spartiallikelihoodbyusingrealdata.
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제제제 111장장장 서서서 론론론

생존분석(survivalanalysis)이란,동물실험 또는 인간의 임상실험에서 얻어지는
수명(lifetime),즉 생존시간(survivaltime)에 관한 자료를 분석하는 통계적인 방법
들을 일컫는 말이다.생존시간의 통계적인 분석은 의학 및 생리학분야에서 뿐만 아
니라 공학이나 사회학 등의 분야에서도 널리 응용되고 있다.예를 들면,서로 다른
치료방법에 의해 치료를 받은 암환자의 생존시간을 비교한다거나,공장에서 제조된
전구의 수명시간 등을 분석하는 일,또는 결혼의 지속기간을 연구하는 문제 등에
생존분석의 기법이 적용될 수 있다.
일반적으로 생존자료(survivaldata)를 분석할 때,생존시간에 영향을 미치는 공

변량(covariate)들이 있는 경우 생존시간의 분포에 대한 가정을 필요로 하지 않은
Cox(1972)의 비례위험모형(proportionalhazardsmodel)을 사용한다.
Cox의 비례위험모형은 생존시간에 대해 어떠한 분포형태도 가정하지 않으므로

비모수적이지만,모형에 근거하여 회귀계수를 추정한다는 점이 모수적 방법과 유사
하여 비모수와 모수의 중간적인 준모수적(semiparametric)모형이라고 일컬어진다.
그러나 Cox의 비례위험모형은 다른 형태의 가정,즉 비례적 위험함수의 가정에서
출발하므로 비례위험함수회귀모형(proportionalhazardsregressionmodel)이라고도
한다.
Cox의 비례위험모형은 모든 연구대상자들의 생존시간이 서로 독립이고,공변량

들간의 관계를 선형이라고 가정한다.그러나 생존시간에 대한 독립가정이 만족되지
않는 생존자료에서 Cox의 비례위험모형의 사용은 타당하지 않다.이를 해결하기
위한 방법으로 여러 학자들은 프레일티 모형(frailtymodel)을 제안하였다.
생존연구에서,각각의 개체에 대한 위험함수(hazard function)는 위험요인(risk

factor)이나 설명적인 변수(explanatoryvariables)에 의존할 수도 있지만,보통 모
든 그러한 변수들은 널리 알려져 있거나 측정할 수 있는 것은 아니다.이 위험함
수의 알려져 있지 않은 것이나 관찰되지 않는 위험요인은 개체의 이질성
(heterogeneity)이나 프레일티(frailty)라고 불리운다.이 용어는 Vaupel과 Manton,
Stallard(1979)에 의해 처음 소개되었다.
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최근 컴퓨터를 이용한 계산 기술의 발전으로 프레일티 모형의 베이지안 접근
(bayesianapproach)방법에서 요구되어지는 복잡한 계산이 가능해졌다.그리고 몇몇
접근방법은 여러 논문에서 제시되었다.다양한 접근방법들은 프레일티 분포의 기저
위험(baselinehazard)의 모델링부터가 다르다.프레일티 모형에 대한 모수적인 접근
은 다변량 생존자료에 대한 와이블 기저 위험(Weibullbaselinehazard)을 가진 프
레일티 모형을 고려하여 Sahu와 Dey,Aslanidou,Sinha(1997)로부터 제기되었다.
준모수적인(semiparametric)접근방법 또한 다음과 같이 고찰되었는데,Clayton
(1991)과 Sinha (1993,1997)는 프레일티 모형에서 누적 기저 위험(cumulative
baseline hazard)으로 감마 프로세스의 사전분포를 고려하였고,Sahu와 Dey,
Aslanidou,Sinha(1997)는 다변량 생존자료에 대하여 감마 프레일티를 이용한 와이
블 회귀모형을 제시하였고,Sinha와 Dey(1997),Aslanidou와 Dey,Sinha(1998),
그리고 Sinha (1998)는 조각별 지수 기저 위험(piecewise exponentialbaseline
hazard)에 대해 프레일티 모형을 논의하였다.Qiou와 Ravishanker,Dey(1999)는
양의 안정 프레일티 분포(positive stable frailty distribution)를 제시하였고,
Gustafson(1997)과 Sargent(1998)은 Cox의 부분우도를 이용한 프레일티 모형을
제시하였다.Ripatti와 Palmgren(2000)은 벌점부분우도(penalizedpartiallikelihood)
를 이용하여 다변량 프레일티 모형을 추정하였고,Rondeau와 Commenges,Joly
(2003)는 최대벌점우도추정량(maximum penalizedlikelihoodestimation)은 공유된
(shared)감마 프레일티 모형에서 연속형 위험함수의 비모수적인 추정에 적용할 수
있다고 제시하였고,Barker와 Henderson(2005)은 표본이 적은 일변량 생존 분석에
대한 감마 프레일티 모형에서 편의(bias)를 추정하였다.김용대와 박진경 (2005)은
동측치(ties)가 많은 프레일티 모형에서의 새로운 추론 방법으로 베이지안 부스트랩
(bayesianbootstrap)을 사용하여 모수의 사후분포(posteriordistribution)를 구하는
방법을 제안하였고,Yu(2006)는 수정된 EM 알고리즘에 의한 공유된 감마 프레일
티 모형을 추정하였다.
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본 논문에서는 실제 데이터를 사용하여,Cox의 비례위험모형과 감마 프레일티
모형에 대하여 R 언어를 이용하여 모수를 추정하고,그 결과를 비교해 보고자 한
다.
위에서 언급한 R 언어는 BellLaboratory에서 개발된 S언어의 확장으로 공개용

소프트웨어이다.대개 공개용 소프트웨어라 하면 간단한 작업을 수행하는 프로그램
으로 생각할 수 있으나 전 세계의 많은 사람들이 프로그램의 개발에 참여하여 막
강한 기능을 갖는 프로그램을 구축하고 있고,학계에서는 하나의 표준 프로그램 언
어로 사용되고 있는 추세이다.R은 프로그램 언어뿐 아니라 SAS,SPSS등과 같은
하나의 통계패키지로서의 기능도 갖추고 있어 많은 사람들이 프로그래밍 언어로
사용하기보다는 통계패키지로서의 기능을 사용한다.또 실제로 많은 학자들이 R언
어를 이용하여 데이터 분석을 위한 프로그램을 개발하고 이를 패키지화하여 R에
포함시키고 있어 기존의 통계패키지에서는 사용할 수 없는 최신의 통계기법을 R에
서 사용할 수 있다는 장점이 있다.
본 논문은 다음과 같이 구성된다.2장에서는 기본적인 생존자료와 생존함수,위

험함수에 개념과 Cox의 비례위험모형 및 여러 부분우도함수에 대해서 알아보고,3
장에서는 감마 프레일티를 포함한 비례위험모형과 Cox의 부분우도에 기초한 프레
일티 모형에 대해서 알아보았다.그리고 4장에서는 실제 생존자료를 통해 Cox의
비례위험모형과 감마 프레일티 모형에 대하여 모수를 추정하고 비교하였고,마지막
장에서는 결론을 정리하였다.
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제제제 222장장장 비비비례례례위위위험험험모모모형형형

제제제 111절절절 생생생존존존자자자료료료

생존자료(survivaldata)는 어떤 정해진 시작점으로부터 사건의 발생시점까지,예
를 들어 수술 또는 치료시작으로부터 사망이란 사건이 발생한 시점까지의 기간으
로 구성되어 있으며,이 기간을 생존기간 또는 생존시간(survivaltime)이라 한다.
의료인들은 보통 생존시간의 길고 짧음으로 치료의 효과를 판단하게 되는데,이와
같이 한 군에 속한 개체들의 생존시간을 분석하여 그 군의 생존경험을 적절히 요
약하는 방법을 생존분석(survivalanalysis)이라 한다.사망이 아닌 어떤 특정한 증
상의 발현이나 재발 또는 사망과는 전혀 다른 사건도 우리는 간단히 생존시간이라
일컫는다.
생존시간은 어떤 개체들의 사망은 오랜 시간을 지켜보아도 관측할 수 없다는 현

실적인 문제가 있다.이와 같은 개체들은 연구마감까지 생존해 있었음을 알 뿐이
며,정확한 사망시점은 알 수가 없는 것이다.또한 어떤 개체들은 연구 도중 여러
가지 이유로 탈락하여 어떤 시점 이상의 자료가 수집되지 못한다.이들의 생존시간
은 중도절단(censored)되었다고 표현한다.따라서 생존분석 자료는 정량적 자료인
생존시간과 사망 또는 절단여부를 표현하는 생존여부(survivalstatus)로 구성되어
있다.

제제제 222절절절 생생생존존존함함함수수수와와와 위위위험험험함함함수수수

생존함수(survivalfunction)와 위험함수(hazardfunction)는 생존분석을 위한 기본
적인 개념으로 다음과 같이 정의된다.연구 개체의 생존시간을 확률변수    라
고 하고,가 밀도함수   와 분포함수   를 갖는다고 하면,연구 개체가 시
간 이상을 생존할 확률인 생존함수는         로 정의된다.생존함수는
시작점에서 1의 값을 갖고 가 무한대로 접근할수록 0에 가까워지는 감소함수이다.
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가 연속형 확률변수이면   는 연속적으로 단조 감소하는 함수이고,분포함수
      ≤  로써 설명된다.
즉,  는     가 되고,밀도함수   를 다음과 같이 적분한 것이 된다.

          


∞

  . (2.1)

위험함수는 시점까지 생존한 연구 개체의 순간사망률(instantaneous risk of
death)또는 순간위험률(instantaneousriskoffailure)로서 다음과 같이 정의된다.

    lim
→

  ≤    │ ≥  





  ≥  
lim

→

  ≤     



  
  

. (2.2)

위 식에서 는 생존시간이며 →로서 시점 직후의 순간적인 사건을 표현하고
있다.또한 위험함수는 생존함수인   와 밀도함수인   로서 정의될 수 있으
며,위의 식은 다음과 같이 생존함수로만 표현할 수도 있다.

   
   


. (2.3)

그리고 누적위험함수(cumulativehazardfunction)는 다음과 같이 정의된다.

    




  . (2.4)



- 6 -

또한 생존함수는 다음과 같이 표현할 수도 있다.

      

       . (2.5)

제제제 333절절절 CCCoooxxx의의의 비비비례례례위위위험험험모모모형형형

Cox(1972)의 비례위험모형(Cox'sproportionalhazardsmodel)은 생존시간에 영
향을 미치는 여러 공변량(covariate)들의 효과를 동시에 알아볼 수 있는 방법이다.
이 경우 누적한계추정에서는,하나의 공변량에 대해 범주를 나눈 다음 각 범주에서
누적한계 생존율을 구하여 이를 비교할 수 있을 것이다.하지만 이러한 방법은 단
일변수의 효과만을 알아볼 수 있으며,교락 요인이 존재하는 경우에는 그 효과를
단정 짓기가 어렵게 된다.의학연구에서는 여러 가지 변수들을 동시에 고려해야하
는 경우가 많으며, 이러한 경우에는 수학적 모형을 이용한 다변량 분석
(multivariateanalysis)이 보다 정확한 결과를 산출해 준다.Cox의 비례위험모형은
생존시간에 대해 특정 분포를 가정하지 않은 비모수적 모형으로,시점에서의 로그
위험함수를 여러 공변량들의 선형식으로 표현한다.

공변량    ⋯  가 주어졌을 때,시점에서의 위험함수를   라고
할 때,비례위험모형은 다음과 같이 표현된다.

       

     ⋯  , (2.6)
  ⋯     ⋯ 
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위 모형에서   는 항상 0보다 큰 값을 갖는 함수이고,는 알려지지 않은
 × 인 회귀계수벡터, 는  × 인 공변량 벡터,   는 기저 위험 함수
(baselinehazardfunction)로 위험함수에 미치는 공변량들의 영향이 전혀 없을 때
(  일때)모든 연구 개체의 위험함수이다.

위의 비례위험모형에서 기저위험함수   의 분포를 가정하는 경우와 가정하지
않는 경우를 생각해 볼 수 있다.  의 분포를 가정하는 경우를 모수적 비례
위험모형이라 하고,분포를 가정하지 않은 모형을 Cox의 비례위험모형이라 한다.
이처럼 Cox의 비례위험모형의 가장 중요한 특징은 첫 번째 식인 기저위험함수
  의 분포를 가정하지 않는다는 것이다.따라서 Cox의 비례위험모형을 비모수적
인 부분(nonparametricpart)인   과 모수적 부분(parametricpart)인   로
이루어진 준모수적인(semiparametric)모형이라고 한다.

공변량들의 효과의 척도인 상대위험도(ratioofrelativehazard)는 기저위험함수에
대한 추정 없이도 계산이 가능하다.만일,두 환자의 번째 공변량 가 해당 집단에
속한 경우 1    ,그렇지 않은 경우 0    의 값을 갖고,다른 변수들의
수준이 일정하다면 두 환자의 상대위험도는 다음과 같은 비례적인 관계로 나타난다.
이 때,비례상수는 생존시간 와 무관하게 된다.

  
  


    
    


  ⋯  ⋯  
  ⋯  ⋯  


  ⋯ ⋅ ⋯  
  ⋯ ⋅ ⋯  


  
  

  . (2.7)
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이는 어떤 집단에 속해있는 개체군은 그렇지 않은 개체군에 비해 위험률이
  배 높음을 의미하며,상대위험도가 1에 가까우면 변수 는 생존과 무관하게
된다.

제제제 444절절절 부부부분분분우우우도도도함함함수수수

      ,  ⋯를 번째 개체의 관측된 자료라 하자.는 사건발생시간
또는 절단된 시간을 의미하며,는 중도절단지표(censoringindicator)로 가 절단
시간이면 0이고,가 사건발생시간이면 1이 된다. 는 공변량이다.
개체들 사이에 서로 동일한 사건발생시간이 존재하지 않는 경우를 가정하자.
 ⋯ 를 순서화된 사건발생시간이라 하자.또한,시간 에서의 위험집합(risk
set)즉,시간 직전까지 실험 하에 있는 모든 개체들의 집합을 라고 한다.
시점에서 집합 에 속하는 개체들 중에서 공변량  가 가지는 개체에 대한 사건이
발생할 확률은 다음과 같이 표현된다.

  집합 에 속하는 개체들 중에서 공변량  의 시점에서 개체에 대한 사건이 발생 



  공변량  의 시점에서 개체에 대한 사건이 발생 

  집합 에 속하는 공변량들의 시점에서 개체에 대한 사건이 발생 


   


 ∊ 



    


     


 ∊ 



     


   


 ∊ 



   

. (2.8)
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일반적인 우도함수는 표본 내의 모든 개체에 대한 우도의 곱의 형태로 나타난다.
반면,부분우도는 관찰된 모든 사건에 대한 식 (2.8)과 같은 조건 확률들의 곱의 형
태로 나타난다.따라서 개의 표본 중에서 사건이 일어난 수가 라면,부분우도함
수는 다음과 같이 표현된다.

    
  


   


 ∊ 



   

. (2.9)

위의 식에서 보면 이미 앞서 사건이 발생된 개체와 번째 사건 발생 전에 전달된
개체에 대한 위험함수는 분모에서 제거된다.왜냐하면 이들은 더 이상 시점에서
사건발생의 위험이 없기 때문이다.또한 우도함수형태에서   가 제거되었기
때문에 기저위험함수를 지정하지 않고도 를 추정할 수 있다.이처럼 부분우도식이
세워지면 일반적인 우도함수처럼 그 값이 최대화되는 를 찾을 수 있다.계산상
편의를 위해 식 (2.9)에 로그를 취하면,다음과 같은 식을 얻을 수 있다.

    







  


   


 ∊ 



   

 
  










   


 ∊ 



   

 
  



     
  



 
 ∊ 



   

 
  



   
  



 
 ∊ 



   . (2.10)

위 식에서 최대화하는 값을 찾으면 된다.이는 뉴튼-랩슨 알고리즘(Newton
-Raphsonalgorithm)을 이용하여 찾을 수 있다.
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일반적으로 대부분 자료에서는 각 개체들 간에 동일한 사건발생시간이 종종 발
견된다.시간 중 중도절단이 되지 않은 서로 다른 생존시간의 개수를 라 할 때,

 ⋯ 를 순서화된 사건발생시간이라 하자.

또한,를 시간 에서 발생한 사건의 수라 하고,는 시간 에서 사건이 발

생한 모든 개체의 집합이라고 한다. ∊


 는 시간 에서 사건이 발생한 모든 개체

에 대한  에 합이며,는 시간 직전에 사건발생의 위험 하에 있는 모든 개체들

의 집합이라 하자.이와 같이 개체들 간에 동일한 사건발생시간이 존재할 때의 부
분우도함수를 구하기 위한 몇 가지 제안이 있다.

1)Breslow(1974)에 의해 제안된 부분우도함수는 다음과 같다

    
  

   
 ∊ 



  








 ∊ 



   



. (2.11)

2)Efron(1977)에 의해 제안된 부분우도함수는 다음과 같다.

    
  

   
 ∊ 



  


  


 






 ∊ 



    
  


  
 ∊ 



  

. (2.12)
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3)KalbfleischandPrentice(1980)에 의해 제안된 부분우도함수는 다음과 같다.

    
  

 








∞


  


 





  







   


 ∊ 



   

     . (2.13)

만일,사건발생 시간 사이에 동일한 값들이 존재하지 않는다면 위의 세 우도함수
는 앞서 제시된 식 (2.9)의 부분우도함수 값으로 수렴하게 된다.

제제제 555절절절 비비비례례례성성성 가가가정정정에에에 대대대한한한 검검검토토토

Cox의 비례위험모형은 비례적 위험함수를 가정한다.따라서 생존분석에서 Cox의
비례위험모형을 이용할 경우에는 이 가정이 성립하는지를 알아보아야 한다.비례성
가정이 어긋나는 경우는 다음과 같은 4가지의 경우가 있다.

(1)모형에 삽입되어야 하는 공변량이 제외된 경우
(2)공변량 효과가 시간에 따라 변해가는 경우
(3)위험함수가 식 (2.6)과 같은 형태가 아닌 경우
(4)여러 공변량간의 교호작용효과가 유의한 경우

이와 같이 비례성 가정을 판단하는 방법으로는 그래프를 이용하여 시각적으로
검토하는 방법과 time-dependent변수에 대한 검정통계랑을 이용하여 판단하는 방
법,그리고 잔차를 검토하는 방법이 있다.



- 12 -

5.1LLS(Log-LogSurvival)그래프를 이용한 비례성가정의 검토

검토하고자 하는 공변량이 하나일 때 그 공변량의 값에 따라 나누어진 각 부분
군에서의 Kaplan-Meier생존율   를 구한 후 이를 이용하여 생존시간 에 대한
    를 그린다.이 그래프를 LLS(Log-LogSurvival)그래프라 부르며,
만일 이미 비례성가정이 성립하는 공변량 가 있으면서 또 다른 공변량의 비례성

가정을 검토하는 경우에는 생존시간 에 대한     를 그리게 된다.

여기서 는 가정을 검토하고자 하여 나누어진 부분군에 속한 환자들의 의 평균
값이다.LLS그래프가 직선이든 곡선이든지 간에 대체적으로 평행한 양상을 보이
면 그 공변량은 비례성가정에 위배되지 않는다고 판단한다.다음의 [그림 2.1]은
LLS그래프가 나타나는 양상을 보여준 것이다.

(ⅰ) (ⅱ)

(ⅲ) (ⅳ)

[그림 2.1]LLS그래프의 형태
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그림 (ⅰ)와 (ⅲ)처럼 LLS그래프의 형태가 직선형태가 되면 와이블 분포의 그
래프이고,또한 그래프의 형태가 직선이 아니더라도 비례적인 관계를 알아볼 수 있
다.(ⅱ)의 경우 두 군의 위험함수가 서로 비례적인 관계에 있으며 (ⅳ)의 경우는
두 군의 위험함수가 비례적인 관계가 아니다.따라서 와이블 비례위험함수 모형은
그림 (ⅰ)의 경우에 적용할 수 있으며,Cox의 비례위험모형은 그림 (ⅰ)를 포함하
여 (ⅱ)의 경우에도 적용할 수 있다.
또한 LLS그래프로서 두 변수간의 교호작용 효과도 확인할 수 있다.예를 들어

두 변수가 각각 치료법 1,2와 성별이라 하자.이제 총 환자를 치료법 1과 남성,치
료법 1과 여성,치료법 2와 남성,그리고 치료법 2와 여성의 네 군으로 나누어
LLS그래프를 그린 결과 이 네 군의 곡선이 서로 평행이 아니라면 두 변수 사이
에 교호작용이 있는 것으로 판단하고 모형에 두 변수의 교호작용을 추가해야 한다.

5.2Time-dependent변수를 이용한 비례성 가정의 검토

우리는 공변량의 값이 연구 시작부터 알려져 있고 그 영향이 변함이 없다고 가
정하였지만 만약 시간에 따라 공변량의 효과가 변해간다면,그 공변량과 시간의 교
호작용 효과가 모형에 삽입되어야 하며 이러한 변수가 삽입된 모형은 비례성 가정
이 성립되지 않는다.따라서 생존시간에 따라 영향이 변하는 변수에 대한 유의성
검정은 바로 위험함수의 비례성 가정에 대한 검정이 된다.
예를 들어 두 치료 군을 나타내는 변수 가 있다고 하자.치료변수 에 대한 비

례성 가정이 성립한다면   일 때와   일 때의 위험함수는 서로 비례적인 관
계,다시 말하면 시간에 대해 무관한 상수의 관계가 성립되어야 한다.
즉,위험함수가        로 표현될 때   일 때와   일 때

의 위험함수의 비는 시간과는 무관한   가 된다.
이제 이 변수에 대한 비례성 가정을 검정하기 위하여 다음과 같이 모형에 두 변

수의 교호작용 효과를 추가하여 모형을 분석한다.
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        , (2.14)

여기서 는 기울기이고,는 공변량과 시간의 교호작용이며,이 외에도 시간에 따
라 변하는 다른 함수로 대치되어도 상관없다.이 때 두 치료군의 위험함수의 비는
다음과 같다.

    
    

     , (2.15)

따라서 위험함수의 비는 시간에 흐름에 따라 변하므로 비례성 가정이 성립하지
않게 된다.
여기서 만일   이면 위험함수의 비는 시간에 따라 감소하며 따라서 새로운

치료법의 효과가 기존의 치료법보다 시간이 지남에 따라 위험률이 작아진다고 말
할 수 있으며,  이면 위험함수의 비가 시간이 지남에 따라 커지므로 새로운
치료법의 효과가 기존의 치료법의 효과보다 시간이 지남에 따라 위험률이 커진다
고 말할 수 있다.
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제제제 333장장장 프프프레레레일일일티티티 모모모형형형

제제제 111절절절 감감감마마마 프프프레레레일일일티티티를를를 포포포함함함한한한 비비비례례례위위위험험험모모모형형형

프레일티란 하위 그룹 구성원들 간에 공유하고 있는 관찰할 수 없는 임의 효과
(random effect)를 말한다.이 프레일티를 이용한 모형의 가장 일반적인 유형은 Cox의
비례위험모형을 확장시킨 공유된 프레일티 모형이다.이 모형은 다음과 같이 이끌어
낼 수 있다.
  ⋯    ⋯ 를 번째 개체에 대한 번째 자료의 생존시간이

라고 하자.여기서 는 번째 개체에 대한 자료의 수를 의미한다.따라서 자료의 총

합   
  



 이다.그리고 이 공유된 프레일티 모형에서,의 조건부 위험분포는 

번째 개체에서 관찰되지 않은 프레일티의 임의 변량 와 고정된 공변량 가 주어졌
다고 했을 때 다음과 같이 나타낼 수 있다.

        , (3.1)

  ⋯   ⋯,여기서 는 알려지지 않은  ×  회귀계수벡터이고,
  는 기저 위험 함수이다.그리고  는 번째 개체에 대한 번째 자료의 공변량이
다.이 모델은 Vaupel과 Manton,Stallard(1979)에 의해 처음 제기되었고,Clayton
과 Cuzick(1985)그리고 Oakes(1986,1989)에 의해 발전되었다.이들의 일반적인
방법은 프레일티 에 대하여 모수적인 분포를 사용한다는 것이다.그리고 감마분
포,로그-정규분포와 같은 유한 평균(finitemean)프레일티 분포는 그들의 이론적
인 한계에도 불구하고 논문에서 매우 인기가 있다.다른 방법으로는 양의 안정적인
분포(positivestabledistirbution)와 같은 무한 평균(infinitemean)분포를 사용하
는 것이 있다
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감마분포(gammadistribution)는 프레일티 를 모형으로 하여 유한 평균 프레일

티 분포로 사용된 가장 일반적인 분포이다.감마 프레일티 모형의 들은 다음과

같은 분포로 가정한다.

 ∼ 
 , (3.2)

여기서 는 들의 알려지지 않은 분산이다.이는 의 값이 더 커지면 개체들 사
이에 이질성(heterogeneity)도 더 커짐을 의미한다.
그리고   ⋯ 이라 하면 다음을 얻을 수 있다.

   ∝
  






     . (3.3)

제제제 222절절절 부부부분분분우우우도도도에에에 기기기초초초한한한 베베베이이이지지지안안안 프프프레레레일일일티티티 모모모형형형

Sargent(1998)과 Gustafson(1997)은 Cox의 부분우도에 기초를 둔 베이지안
프레일티 모형을 논의하였다.Cox의 부분우도는 모형의 모수가 우도의 성분이 되는
것에 익숙하다.이 접근방법의 한 가지 발생할 수 있는 단점은 다른 방법에서처럼
이전의 항목에서도 제기된 완전 우도(fulllikelihood)를 사용하지 않는다는 것이다.
하지만 이 방법의 장점은 사전 특정화(priorspecification)의 위험을 제거하고,계

산을 단순하게 한다는 데에 있다.부분우도를 사용하는 것에 대한 준모수적인 베이
지안의 정당화는 감마과정이 Cox의 비례위험모형의 누적 기저 위험에 사용되었을
때,부분우도에 대한 일변량 경우에서 회귀 모수의 주변 우도의 수렴과 감마과정의
분산이 무한대로 간다고 설명한 Kalbfleisch(1978)에 의해서였다.
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Sargent(1998)는 재모수적(reparameterized)프레일티 모형에 관해 연구하였다.
그는      과 같이 정의하였고,번째 개체에 대한 번째 자료의 위험함수
를 다음과 같이 나타내었다.

         

       

     . (3.4)

이는 조금 다른 매개변수화(parameterization)로 모형은 공유된 프레일티 모형
과 같다고 할 수 있다.전형적인 Cox의 회귀분석은 모수 벡터    ⋯  

와 에 대한 부분우도      를 최대화 하는 것이다.구체적으로 만약 동측치
가 없다면 와 의 부분우도는 다음과 같이 표현된다.

       
  

 





      


 ∊ 



      

. (3.5)

여기서 는 데이터를 의미하고,는  ⋯ 를 순서화된 사건발생시간이라 할
때,서로 다른 생존시간의 개수를 의미한다. 는 생존시간 에 관한 자료의 로그
-프레일티(log-frailty)이다.그리고 는 시간  바로 전에 위험 집합이다.또한,
프레일티항 들은 독립이고 평균이 0,분산이 

인 정규분포를 따른다고 가정한다.
 

  를 모형의 모수 와 
에 대한 결합사전분포를 의미한다고 할 때,모형

의 모수에 대한 사후분포      는 다음과 같이 표현된다.

     ∝         
  . (3.6)



- 18 -

와 의 표본을 뽑기 위해서 Sargent(1998)는 일변량 메트로폴리스 알고리즘
(univariateMetropolisalgorithm)을 사용한다.그리고 완전우도 대신에 부분우도
     를 사용하기 때문에 들과 의 조건사후(conditionalposterior)들은 비
표준분포이다.에 대해서는,공액(conjugacy)사전분포를 이용할 수 있을 때 깁스
스텝(Gibbsstep)을 사용하고,그러지 못할 때는 다시 적당하게 선택된 평균과 분
산을 가지고,감마 candidate 분포와 함께 일변량 해스팅스 단계(univariate
Hastingsstep)를 사용한다.

Cox의 부분우도의 계산은 Therneau (1994)에 의해 개발된 생존 루틴 패키지
(survivalroutine package)를 사용해 수행할 수 있다.이 루틴은 층화 분석
(stratifiedanalysis)을 포함하고 있어서 이 경우에는 확실하게 확장시킬 수 있다.
그리고 데이터에 동측치가 있을 경우 Efron의 근사법을 사용하여 다음과 같이 우
도함수를 정의할 수 있다.

       
  


      


  




 ∊ 



       
  



 ∊



      

.(3.7)

여기서 는 시간 에서 사건이 발생하는 사건의 수이고,는 시간 에서 사건
이 발생한 모든 개체의 집합이라고 한다.는 시간  직전에 사건발생의 위험 하

에 있는 모든 개체들의 집합이고,  
 ∊ 



,   
 ∊



  이다.
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제제제 444장장장 적적적 용용용

본 장에서는 2장과 3장에서 언급한 방법들을 가지고,R 언어를 이용하여 실제

생존자료에서 모수를 추정해 보고자 한다.

분석에서 사용할 자료는 38명의 환자에 대해 생존시간과 절단여부 및 성별을 포

함하고 있다.생존시간은 휴대용 투석 장비를 사용하여 신장병 환자를 위해 도뇨관

(catheter)을 삽입하였을 때 감염으로 인한 재발 시간을 말한다.절단여부는 중도절

단 여부를 나타내는 변수로 정확한 생존시간이 관찰된 경우 1,중도절단이 일어난

경우 0으로 하였고,남,여의 구분은 남자는 1,여자는 0으로 하였다.각 환자에 대

해 2번씩의 생존시간을 측정하였고,총 생존시간은   
 



개가 측정되었다.다

음 [표 4.1]에서 변수들을 정리하였다.

[표 4.1]신장병 환자 자료가 포함하고 있는 변수

변변변 수수수 내내내 용용용 비비비 고고고

id 환 자

time 발생시간 감염되어 재발된 시간

status 절단여부 정확한 생존시간 1,중도절단 0

sex 성 별 남자 1,여자 0
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[표 4.2]신장병 환자 자료
환환환 자자자(((iiiddd))) 발발발생생생시시시간간간(((tttiiimmmeee))) 절절절단단단여여여부부부(((ssstttaaatttuuusss))) 성성성 별별별(((ssseeexxx)))

1 8,16 1,1 1
2 23,13 1,0 0
3 22,28 1,1 1
4 447,318 1,1 0
5 30,12 1,1 1
6 24,245 1,1 0
7 7,9 1,1 1
8 511,30 1,1 0
9 53,196 1,1 0
10 15,154 1,1 1
11 7,333 1,1 0
12 141,8 1,0 0
13 96,38 1,1 0
14 149,70 0,0 0
15 536,25 1,0 0
16 17,4 1,0 1
17 185,177 1,1 0
18 292,114 1,1 0
19 22,159 0,0 0
20 15,108 1,0 0
21 152,562 1,1 1
22 402,24 1,0 0
23 13,66 1,1 0
24 39,46 1,0 0
25 12,40 1,1 1
26 113,201 0,1 0
27 132,156 1,1 0
28 34,30 1,1 0
29 2,25 1,1 1
30 130,26 1,1 0
31 27,58 1,1 0
32 5,43 0,1 0
33 152,30 1,1 0
34 190,5 1,0 0
35 119,8 1,1 0
36 54,16 0,0 0
37 6,78 0,1 0
38 63,8 1,0 1

*위의 자료는 McGilchrist와 Aisbett(1991)의 논문에서 발췌한 생존자료이다.
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[표 4.2]의 자료를 분석하기 위해 R언어의 'survival'패키지를 사용하였으며,구
체적인 프로그램은 부록에 첨부하였다.

다음은 자료에 대해 공변량인 성별의 변수에 대하여 비례성 가정을 검토한 결과
이다.이 비례성 가정을 검토하기 위해서는 공변량의 층별로 LLS그래프,즉 생존
시간 에 대한     를 그려서 각 층의 LLS곡선이 서로 평행한가를 살
피면 된다.만약 LLS곡선이 일정한 간격을 유지하지 못하면 비례성 가정이 성립
하지 않으며,한 가지 대책으로써 각 층별로 다른 기저 위험 함수를 갖는 비례 위
험 함수 모형을 근거로 한 층화 분석을 시도할 수가 있다.

[그림 4.1]신장병 환자 자료의 성별에 대한 LLS그래프

위의 [그림 4.1]을 살펴보면 [그림 2.1]의 (ⅱ)의 경우처럼 곡선이면서 평행한 양
상을 보이며,선이 교차할 정도로 비례성 가정이 심하게 위배되지 않았으므로,층
화 분석을 시도할 필요가 없다.
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다음은 자료에 대해 Cox의 비례위험모형과 감마 프레일티 모형에 대하여 적합시
킨 결과이다.Cox의 비례위험모형에 대한 우도함수는 식 (2.11)의 Breslow 부분우
도함수와 식 (2.12)의 Efron우도함수,식 (2.13)의 Kalbfleisch와 Prentice의 정확한
(exact)부분우도함수를 사용하였으며,프레일티에 대한 분포는 식 (3.2)의 감마분
포를 사용하여 R 프로그램을 이용 분석하였다.회귀계수의 추정결과는 [표 4.3]과
같다.

[표 4.3]회귀계수의 추정결과

방방방 법법법  
 표표표준준준오오오차차차 999555%%% CCC...III...

Cox
model

Breslow 0.830 2.29 0.297 (0.247,1.411)
Efron 0.838 2.31 0.297 (0.255,1.418)
Exact 0.840 2.32 0.299 (0.255,1.426)

Frailtymodel(gamma) 1.560 4.77 0.351 (0.673,2.451)

위 결과에서 Cox의 비례위험모형에서는 Breslow 방법을 이용한 모형에서는 남
자(sex=1)가 여자(sex=0)에 비해 재발률이 2.29배 정도 높다고 할 수 있고,Efron
방법을 이용한 모형에서도 남자(sex=1)가 여자(sex=0)에 비해 재발률이 2.31배 정
도 높다고 할 수 있었으며,Exact방법을 이용한 모형에서도 남자(sex=1)가 여자
(sex=0)에 비해 재발률이 2.32배 정도 높다고 할 수 있어,세가지 방법의 결과는 비
슷한 결과를 얻었다.그러나 프레일티 모형에서는 남자(sex=1)가 여자(sex=0)에 비
해 재발률이 4.77배 정도 높다고 할 수 있었다.
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제제제 555장장장 결결결 론론론

본 논문에서는 동일한 개체에 대해 다양한 생존시간이 존재하는 경우 생존자료
를 분석하기 위한 모형으로,감마 프레일티 모형을 제안하였다.그리고 생존시간이
서로 독립이라고 가정한 Cox의 비례위험모형과 비교하였다.

Cox의 비례위험모형과 감마 프레일티 모형에 대하여 실제 생존자료를 가지고 R
프로그램을 이용 분석한 결과를 살펴보면 Cox의 비례위험모형과 프레일티 모형의
추정값은 차이가 있음을 알 수 있었다.이는 Cox의 비례위험모형에서는 생존시간
이 서로 독립이라고 가정하고 있지만,본 논문에서 사용된 실제 생존자료는 각 개
체에 대해 두 번씩 생존시간을 측정하여,생존시간이 서로 독립이라고 가정할 수
없기 때문이다.따라서 각 개체들 간에 공유하고 있는 관찰할 수 없는 임의 효과를
고려한 프레일티 모형을 사용하는 것이 마땅할 것이다.또한 좀 더 심도 있는 연구
를 위해서는,본 논문에서 언급한 감마 프레일티 모형이외에 몇몇 학자들에 의해서
제안된 여러 프레일티 모형에 대해서도 비교 분석 하는 것이 바람직 할 것으로 보
인다.
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부 록

1.신장 환자 데이터의 LLS그래프에 대한 R프로그램

> library(survival)

> data=read.table("C:/realkidney.txt", header=T)  

> data

    id  time  status sex

1   1    8      1   1

2   1   16      1   1

3   2   23      1   0

4   2   13      0   0

5   3   22      1   1

            ⋮

74 37   78      1   0

75 38   63      1   1

76 38    8      0   1

> plot.new()

> plot.window(xlim=c(0,550), ylim=c(-4,1.5))

> axis(1);axis(2)

> box()

> title(xlab="time",ylab="Log-Log Survival")

> fit <- survfit(Surv(time,status)~sex, data)

> lines(fit, type="b", lwd=2, fun="cloglog")

> lines(fit, type="l", lwd=2, fun="cloglog")

> text(25,1,"male")

> text(200,-0.7,"female")
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2.Breslow(1974)부분우도함수를 이용한 R프로그램

> library(survival)

> data=read.table("C:/realkidney.txt", header=T)  

> data

    id  time  status sex

1   1    8      1   1

2   1   16      1   1

3   2   23      1   0

4   2   13      0   0

5   3   22      1   1

            ⋮

74 37   78      1   0

75 38   63      1   1

76 38    8      0   1

> coxph.breslow <- coxph(Surv(time,status)~sex, data, method="breslow")

> summary(coxph.breslow)

3.Efron(1977)부분우도함수를 이용한 R프로그램

> library(survival)

> data=read.table("C:/realkidney.txt", header=T)

> data

    id  time  status sex

1   1    8      1   1

2   1   16      1   1

3   2   23      1   0

4   2   13      0   0

5   3   22      1   1

            ⋮

74 37   78      1   0

75 38   63      1   1

76 38    8      0   1

> coxph.efron <- coxph(Surv(time,status)~sex, data, method="efron")

> summary(coxph.efron)
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4.Kalbfleisch와 Prentice(1980)정확한(Exact)부분우도함수를 이용한 R프로그램

> library(survival)

> data=read.table("C:/realkidney.txt", header=T)

> data

    id  time  status sex

1   1    8      1   1

2   1   16      1   1

3   2   23      1   0

4   2   13      0   0

5   3   22      1   1

            ⋮

74 37   78      1   0

75 38   63      1   1

76 38    8      0   1

> coxph.exact <- coxph(Surv(time,status)~sex, data, method="exact")

> summary(coxph.exact)

5.Frailty방법을 이용한 R프로그램

> library(survival)

> data=read.table("C:/realkidney.txt", header=T)

> data

    id  time  status sex

1   1    8      1   1

2   1   16      1   1

3   2   23      1   0

4   2   13      0   0

5   3   22      1   1

            ⋮

74 37   78      1   0

75 38   63      1   1

76 38    8      0   1

> frailty.gamma <- coxph(Surv(time,status)~sex+frailty(id, dist="gamma"),data)

> summary(frailty.gamma)
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