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ABSTRACT

A study on the  vibration analysis of connected beam

using Modal Synthesis method and mathematical method

                            Yang Jae-Hyoung

                                              Advisor : Prof. Yoon Duck-Young, Ph.D.

                                            Department of Naver Architecture and

                           Ocean Engineering

                                            Graduate School of Chosun University

 In accordance with the recent trend of eco-friendly systems in the shipbuilding 

market, new equipment such as tanks for LNG propulsion, SCR (Selective 

Catalytic Reduction), and EGR (Exhaust Gas Recirculation) systems that can treat 

harmful elements of exhaust gas are arranged in  hull structure near the ship's 

main engine. And equipment and structures are inevitably exposed to vibration 

due to the main exciting force during ship operation. If a vibration problem 

occurs after construction or delivery, there is a large loss in terms of ship 

quality such as reinforcement cost and delivery delay. Therefore, it is necessary 

to review the anti-vibration design to prevent such vibration problems in the 

design stage. Analytical method using Rayleigh-Ritz method has not been widely 

used recently due to intensive use of FEM. However, analytical method is still 

useful, if suitable mode functions can be provided. Vibration analysis of many 

local structures in ships such as tanks and supports for equipment can be 

simplified by breaking up into smaller sub systems which are related through 

geometrical conditions and natural conditions at junctions. In this study, 

Polynomials for simple supports and fixed supports are suggested to represent 

each subsystem. It is found that suggested mode functions improve convergence 

so that component mode synthesis together with suggested mode functions can 
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widely be used. Frequently, only specific sub-component is more concerned for 

vibration analysis. In this case, the suitable boundary conditions to consider the 

static and dynamic coupling from the other sub-component through junctions 

should be provided. However, the suggestions for such boundary conditions are 

hardly found. In this study, a boundary condition that can be easily calculated 

through elimination of generalized coordinates by imposing the satisfaction of 

each mode at junctions as a constraint condition is proposed.
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제 1 장 서론

 제 1 절 연구 배경 및 필요성

  선체 구조는 Beam·Plate 등 단순한 부재를 이용하여 제작한 조립체로써, 갑판·

탱크·격벽·Support 등과 같은 Local Structure는 주요 특정 기진원(주기관 및 프

로펠러 등에서 기인하는 기진원)에 의한 과도 진동 응답을 나타낼 수 있다. Local 

Structure에서 발생되는 과도 진동은 구조에 직접적인 피로 문제를 야기하거나, 탑

재 장비들의 오작동의 원인이 될 수 있는 요소가 되기도 한다.

 특히, Beam은 선박에서 중요한 구조 요소로써, 설계단계에서의 방진설계를 위한 

깊게 검토해야 하는 대상이다. Beam은 기본적인 구조 요소로써 조선분야를 비롯한 

다양한 엔지니어링 분야에서 진동 분석에 많은 관심이 있어왔다 [1~41].

 최근 선박에 요구되는 친환경 시스템은 주요 기진력(엔진, 프로펠러 등)과 가까운 

선미부 및 기관실에 배치되어 진동 문제에 노출될 수 밖에 없다. 특히 최근 IMO 규

제 발효에 의해 탑재가 진행되고 있는 SCR (Selective Catalytic Reduction) , EGR 

(Exhaust Gas Recirculation) 등은 배기가스 유해물질 저감 장치로 벙커-C를 연료

로 사용하는 선박은 필수적인 장비이다. 

  현재 이와 같은 친환경 설비들은 공급 부족으로 인하여 많은 선박들이 신조 시에 

탑재가 불가능한 상황으로, Figure 1.1.(a)와 같이 건조 후 탑재를 위한 Ready 상

태로 설계⦁건조되고 있다. 문제는 탑재 Ready 설계 시 장비 메이커가 확정되지 않

Figure 1.1. SCR 탑재 선박 (a)탑재 전(신조) (b)탑재 후(Retrofit)
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은 경우가 많아 진동 문제를 검토할 수 있는 정보가 없어, 장비 탑재 후 진동 문제

가 야기될 수 있다.

 특히, 상선의 경우 일반적으로 친환경 설비 외에도 화물 적재 공간 확보를 위해 

선박 운항과 관련되는 대부분의 설비가 선미 기관실 구역과 갑판 등에 설치됨에 따

라 진동문제에 노출 될 수 밖에 없다. 건조단계, 혹은 인도 후에 진동으로 인한 문

제가 발생 할 경우 수리비용, 인도지연 등 선박 품질 측면에서 손실이 발생하게 된

다. 따라서, 저진동 고품질의 선박을 건조하기 위해서는 초기설계 단계부터 장비 

및 주변 Structure에 대한 방진설계가 필요하다.

 선박 진동 해석 업무는 구조, 유체, 추진시스템 등에 대한 복합적인 전문 지식과 

물리적인 현상 규명이 필요한 감쇠효과, 기진력에 대한 평가 등에 대한 노하우 등

을 필요로 한다. 또한, 전산 시스템의 발전에 따른 선체구조에 대한 고유진동 해석

은 MSC/Nastran, Ansys 등과 같은 범용 유한요소해석 프로그램을 이용하여 전산 해

석을 실시하고 있지만, 전산해석을 위한 Modeling 작업, 해석 및 결과 분석 등에 

많은 시간이 소요되어 방진 설계안을 반영할 수 있는 적정 공정시간 확보에 애로사

항이 발생하게 된다. 또한, 해석 결과에 있어서도 숙련자와 비숙련자 간에 정확도

의 차이가 발생하며, 업무 수행 중에 실수에 의한 결과 오류가 발생할 수도 있다. 

 특히, 후탑재 공사나 수리공사의 경우 절대 공기가 매우 짧아 탑재 설비에 대한 

전산해석을 이용한 방진설계가 현실적으로 불가능한 상황이다. 실제로 중소조선소

에서 Retrofit을 진행하고 있는 운항선들의 경우 진동 문제를 충분히 검토할 수 있

는 여건이 마련되지 않아 방진설계에 많은 어려움을 겪고 있다.

 범용프로그램을 이용한 전산해석의 애로사항을 해결하기 위해 대형조선소의 경우 

In-House 프로그램을 자체, 혹은 위탁개발하여 사용[43~46]하고 있으나, 이 역시 

프로그램 확장성, 사용성 및 접근성 등의 제약조건으로 인하여 사용에 한계가 발생

하고 있다. 대형 조선에서 사용하는 In-House 프로그램들은[43~46] 엄밀해를 갖는 

Beam 함수를 기본 함수로 적용하고 있어, 실질적인 국부 연결형 Structure에 대해

서는 효율적인 방진설계를 도모하기 곤란하다. In-House 프로그램 탑재 및 

Structure의 고유진동수 계산을 파형함수를 적용하여 연산과정을 단순화하기 위한 

Beam 함수 성질을 갖는 다항식 연구 [1~41]가 진행되어 왔다. 하지만 기존의 Beam 

Structure에 대한 고유진동수의 계산을 위한 대부분의 연구에 있어 Simple Beam에 

대해 Euler Beam, Timoshenko Beam 등의 엄밀해 조건만을 이용하여 계산하고 있고, 

윤, 박 등 [16]과 같이 Connected Structure에 대한 연결부 경계조건까지 고려한 
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연구는 없었다.

 선체 구조는 Figure 1.2.와 같이 복잡한 형태의 구조를 갖고 있으며, 고유진동수 

계산을 위해서는 이에 대한 단순화 작업이 필요하다. Structure의 단순화는 

‘Single Beam’, ‘ㄱ’, ‘L’ Shape Structure 등에 대해 부재 상호간의 연관관

계를 확인하여 단순화가 이루어지게 된다. Plate Structure의 경우에도 단면 형상

은 Beam으로 이상화하여 파형함수를 도입 후 이를 Plate Structure로 확장하여 고

유진동수 계산을 수행하게 된다.

 따라서, 단순화된 구조에 대한 다양한 경계조건 및 특성 등을 반영하여 빠르게 계

산할 수 있는 고유진동수 계산 방법이 필요한 실정이다.

(a) (b)

Figure 1.2. SCR 탑재 Funnel 도면 (a)Side Elev. View (b) SEC. View



- 4 -

 제 2 절 연구 동향

 Beam은 중요한 구조요소로써 이에 대한 진동 분석은 엔지니어나 연구원들에게 있

어서 중요한 부분이다. 진동 이론에 대한 많은 교재에서도 Beam의 진동 분석에 대

한 사항은 기본 요소로 다루어지고 있으며, 연구 논문도 다수 존재[1~41]하고 있

다.

 동적 하중을 받는 보는 구조적인 진동과 소음을 야기하게 되며, 이로 인해 발생되

는 문제로 승선원들에 불쾌감을 주거나, 구조의 내구성 등에 영향을 미치게 된다. 

또한, 진동이 일정 한도를 초과하게 되면 구조적 파손으로도 나아갈 수 있어, 구조

의 안전성 측면에서도 Beam의 진동분석은 중요한 요소이다.

  일반적으로 Structure의 진동해석은 Ansys, MSC Nastran/Patran 등과 같은 범용

프로그램을 이용하고 있지만, 최근에는 대형 조선소나 선급 등에서 자체 또는, 위

탁(공동) 개발되어 제안되는 In-House 프로그램에[43~46] 의해서도 간단한 

Structure에 대한 고유진동해석을 수행할 수 있다. 하지만 이러한 방법들은 사용법

이 어렵고, 일반적인 접근이 어려운 것이 현실이다.

  전산해석에 주로 적용되는 FE-BEM은 거의 모든 형태의 구조에 대한 진동해석에 

적용 가능한 방법이지만, 모델링 및 분석 등에 시간이 많이 소요된다. 또한, 숙련

자와 비숙련자에 의해 결과에도 차이가 발생한다.

 In-House 프로그램[43~46]에 적용되는 고전적 근사해법(Rayleigh-Ritz 방법 등)은 

이론적 배경이 유한요소법과 동일한 방법으로서 적용 가능한 Structure의 형상이 

사각형 및 원형 등으로 제한적이나, 해석 영역에 대한 기하학적인 분할 과정이 필

요 없으므로 유한요소법과 대등한 정확도는 보장되면서 훨씬 적은 노력으로 진동해

석을 수행할 수 있는 방법이다. 또한, 해석적 방법과 결합하여 무한 또는 유한 유

체 영역에 대한 Plate, 혹은 Beam Structure에 대한 회전 및 탄성지지 등과 같은 

Structure의 실제 경계조건을 보다 엄밀하게 고려할 수 있다. 이에 고전적 근사해

법은 선체와 같이 대부분의 국부 구조가 Beam, Plate 등 단순한 부재로 제작된 경

우 진동해석에 효율적으로 적용할 수 있다.

  이러한 근사 해석적 계산 방법의 경우 주로 Beam 함수를 이용한 파형함수를 사용

하고 있으나, 연산 과정이 복잡하여 이를 간소화하기 위한 Beam 함수 성질을 갖는 

모드 가정함수를 이용한 다항식 연구가 많이 진행되고 있으며, Euler Beam 함수를 
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많이 이용하였다.

  그러나, 양단 단순지지 조건을 갖는 Euler Beam 함수를 제외하고는 수식이 복잡

하여 실제 연산에 있어서 많은 어려움이 있었다. 이에 계산의 간편화를 위한 연구

와 연산 효율을 향상하기 위하여 다항식을 이용하려는 연구가 이루어졌는데, 주요 

연구 동향은 다음과 같다.

 Chun[1]은 한쪽 끝은 단순 지지되고, 반대쪽은 자유단의 경계조건을 갖는 

Bernoulli-Euler Beam에 대한 고유진동수 및 mode shape에 대한 연구를 수행했으

며, Hurty[10, 11]의 경우 오일러 빔 방정식 특성을 이용하여 항공기 날개와 같은 

외팔보 형태의 연결 구조 진동 해석을 위해 각 부재의 기능과 연결부의 구속 조건

을 정의하여 동적 분석을 시행하였다. H.K. Kim, M.S. Kim[14] 등은 일반적 제한된 

경계 조건을 가진 Beam의 고유진동수를 푸리에 급수를 사용하여 찾는 방법을 제시

하였고, 서와 김[16]은 Timoshenko Beam을 적용한 Cantilever Beam에 대해 두 가지 

경계조건을 적용한 편미분 방정식에 따른 고유진동수 해석을 시행하여 동일한 결과

가 도출됨을 증명하였다. Naguleswaran[22]은 탄성 지지구조에서의 Euler Beam의 

고유진동수를 결정하는 일반적인 방법에 대해 연구를, Lee와 Saibel[23]은 중간 탄

성 또는 강성 지지대, 집중된 질량 및 스프링 질량의 조합을 사용하여 구속 된 빔

의 진동에 대한 주파수 방정식을 쉽게 찾을 수 있는 일반적인 표현을 개발하였다. 

Bhat[24]는 박판 유추 구조계에 대해 Euler Beam 함수 성질을 갖는 다항식을 

Gram-Schmidt 직교화 방법을 사용하여 도출하고 고전적 경계조건을 갖는 직사각형 

박판의 고유진동 해석에 이를 적용하였다.

 Ercoli와 Laura[25]는 여러 가지 중간 경계 조건을 갖는 Euler Beam에 대한 진동

해석을 수행하였으며, 이, 윤[28] 등은 일정체적을 갖는 Timoshenko 보에 대한 회

전관성과 전단변형을 고려한 자유진동에 대해 연구하였다. 이 연구를 통해 세장비

가 매우 작거나 집중하중이 크게 작용하여 전단변형 형향이 크게 작용하는 경우 

Timoshenko Beam 이론 적용의 필요함을 증명하였다. Goel[34]은 Laplace 변환을 사

용하여 질량이 집중되고 양쪽 끝이 hinge에 의해 지지되고, 회전에 대해 탄성적으

로 구속된 Beam의 진동을 연구했다. Abbas[35,36]는 유한 요소 방법을 사용하여 

Timoshenko Beam의 특성에 대한 회전 관성, 전단 변형 및 루트 유연성의 결합 효과

를 실험적으로 조사하고 그 결과를 이론적 결과와 비교했다. 일반 모드 모양과 고

유진동수에 대한 표현에 대해 Rao와 Mirza[37] 및 Maurizi[38] 등은 일반적으로 구
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속된 Euler Beam의 경우, Bapat 및 Bapat[39], 병진 및 비틀림 스프링에 의해 여러 

지점에서 지지되고 추가로 집중된 질량을 전달하는 빔의 고유 진동수를 계산하기 

위해, 전송 매트릭스 방법을 기반으로 효율적인 접근 방식을 개발했다. 

  한[47,48] 등은 경계조건이 동일한 Euler Beam 함수를 조합하여 진동파형 함수를 

정의하고 Plate에 대한 진동해석을 수행하였으며, 김[49] 등은 Timoshenko Beam 함

수 성질을 갖는 다항식을 이용하여 Plate와 Beam의 회전관성 및 전단변형 효과를 

고려한 고유진동 해석을 수행하였다. 정[50] 등은 판유추 구조계의 경계조건을 단

순 및 고정지지의 중간 상태로 보고 적절한 경계조건을 부여하기 위해 Structure 

양단에 회전탄성지지 조건을 고려하였으며 전단변형 및 회전관성 효과가 매우 큰 

선체 이중저 판구조  등의 진동 해석을 위해 Timoshenko Beam 함수 성질을 갖는 다

항식 도출 방안을 제시하였다.

  상기의 주요 연구사례를 통해 Beam 함수 성질을 갖는 직교 다항식을 사용할 경우 

Beam 함수를 직접 사용했을 경우와 비교하여 대등한 정확도의 진동해석을 수행할 

수 있을 뿐만 아니라 연산의 복잡성을 매우 간소화 시킬 수 있음을 알 수 있다. 그

러나 이처럼 고유진동수 계산에 있어 적절한 Single Beam에 대한 다양한 형태(다점

지지, 경계조건 단순화, 단면적 변화 등) 에서의 간단한 계산방법 혹은, 파형함수

를 찾기 위한 연구, Euler Beam과 Timoshenko Beam에 대한 비교 등 그동안 많이 수

행되었지만, Connected Beam의 경계조건까지 고려한 고유진동수 계산 방법에 대한 

연구는 많지 않은 실정이다.

  윤과 박[42]의 경우 연결형 Beam과 Plate의 연결구조의 경계조건을 고려하여 고

유진동수 계산방식을 연구하였으며, 본 연구에서는 해당 연구에 대해 확장하고자 

한다.
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 제 3 절 연구 목적 및 방법

 선박의 구조 및 장비 손상을 유발하고 승조원의 안락성을 저해하는 선박진동은 설

계단계에서 고유진동 특성 파악 및 기진력에 대한 진동 응답 예측 등의 진동 해석

을 수행하고, 방진 대책을 수립하여 공진회피가 필요하다.

 최근 재료공학의 발달로 구조재료의 경량화와 고강도화가 실현되어 다양한 형상 

및 형태를 갖는 거대 구조의 설계 및 시공이 가능하게 되었다. 선박에서도 구조체

의 자중을 줄이면서 외력에 대한 저항능력을 증가시키기 위한 구조적인 연구를 많

이 진행하여 경량 선체를 갖는 선박이 많이 건조되고 있다. 이와 더불어 친환경 시

스템 요구에 따른 추진시스템 및 선형 등의 변화는 기존과는 다른 진동문제를 야기

하고 있다. 이미 Global Vibration에 대한 예측 기술은 시운전을 통해 획득된 데이

터를 바탕으로 상당히 신뢰도 있는 기술적 향상을 이루어 왔으나, 주요 기진원과 

연결되어 있는 Local Structure에 대한 진동문제에 대해서는 설계단계에서 방진설

계 검토를 위한 효율적인 계산 방법이 필요한 실정이다.

  선박과 같이 복잡한 Super Structure의 경우 수치 해석적인 방법과 실험적인 방

법 모두 Simple Structure의 해석 또는 실험에 비해 많은 계산시간과 노력이 필요

하다. 따라서 복잡한 Super Structure을 여러 개의 간단한 부분구조로 나누고, 각 

부분구조에 대한 해석 또는 실험 결과를 적절한 결합조건을 적용하여 재처리하는 

방법이 필요하다.

  복잡한 Super Structure에 대한 신뢰성 있는 방진설계를 위해서는 Structure의 

Mass, Stiffness 등의 특성치를 비롯하여, 연결부에 대한 경계조건까지 고려하는 

것이 중요하다. 특히 연결부에 대한 경계조건에 있어서는 특정하기가 어려워 이에 

대한 본 연구에서는 다양한 경계조건을 부여하여 최적의 경계조건을 추정하였다.

 본 연구에서는 Connected Structure의 진동특성을 분석하기 위하여, 우선적으로 

구조요소의 기본 구성 요소인 Single Beam에 대한 다양한 조건의 파형함수를 정의

하였다. 정의된 Single Beam의 파형형수는 Connected Structure의 연결부 거동형상

에 대해 특성과 경계조건에 적용하여 고유진동수를 계산하는 방식으로 연구를 수행

하였다.

  복잡한 Super Structure의 해석에 있어서 계산의 효율성 향상을 위한 단순화를 

위한 과정이 필요하며, 본 논문에서는 Connected Structure에 대한 해석을 위하여 
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전산해석에서 주로 사용되는 CMS 방법을 적용하여 해석 모델을 단순화하였다. 본 

연구에서는 다양한 Local Structure의 고유진동수 해석의 정밀도 및 방진 설계 효

율성을 제고하기 위하여 다양한 형태의 경계조건을 부여하여, 특성 파형함수를 도

출하고, 고유진동수를 계산하였다.

 먼저 2장에서는 근사해석적 방법론을 이용한 고유진동수 계산을 위한 이론들을 검

토하였으며, 

 3장에서는 Connected Structure에 대한 파형함수 정의을 위해 FEA를 통해 Single 

Beam를 비롯하여 Connected Structure 2개의 유형(‘ㄱ’Shape Connected 

Structure, ‘L’Shape Connected Structure)에 대한 Mode Shape 특성을 고찰하였

다. 3장에서 확인된 Connected Structure의 Mode Shape 특성을 바탕으로 5장과 6장

에서 각각 ‘ㄱ’Shape Connected Structure와 ‘L’Shape Connected Structure에 

대해 연결부분의 경계조건을 고려한 파형함수를 정의하였다.

 4장에서는 양단 경계조건 변화에 따른 Single Beam의 진동 특성을 확인하기 위하

여 경계조건에 따른 파형함수를 정의 후 계산하였다. 여기서 사용되는 양단경계조

건은 기하학적 경계조건(Geometric Boundary Condition, 필수경계조건, 이하 GBC)

과 자연경계조건(Natural Boundary Condition, 이하 NBC) 등이다. 특히, 본 논문6

장 ‘L’Shape Connected Structure에 대한 경계조건을 갖는 부재의 파형함수 정의

를 위해 다양한 형태의 경계조건을 적용하여 파형함수를 정의하였다.

 5장과 6장에서는 각각 ‘ㄱ’Shape Connected Structure와 ‘L’Shape Connected 

Structure에 대해 연결부분의 경계조건을 고려한 파형함수를 검토하였다. 연결부분

에 대한 경계조건 검토 시 Single Beam에서와 유사한 방법을 부여하여, Natural 

Boundary Condition 조건에 따른 고유진동수 결과를 검토하였다. 파형함수의 정의

는 4장에서 정의된 다양한 형태의 경계조건을 부여하여 정의한 Euler Beam에 대한 

파형함수를 조합하여 사용하였다.

 각 장에서의 수치적 계산은 Matlab과 Octave를 이용하였으며, 계산 결과는 범용 

프로그램인 MSC Nastran/Patran (이하 FEA)에서 얻어진 결과와 비교하여 신뢰성을 

검증하였다.
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제 2 장 근사해석에 대한 방법론 검토

 제 1 절 Beam Theory

 막대 형상을 지닌 Structure의 횡방향으로의 처짐을 모사하기 위한 공학적 이론들

은 이미 오래전부터 연구되어 왔다. 그 중에서 가장 기초가 되는 Euler Beam 이론

은 부재 내 두께방향으로의 횡전단 변형을 무시하고 단순히 굽힘에 의한 변형만을 

반영하고 있다.

  해석 방법론에 관련된 논문이나 문헌들을 검토한 결과 일반적으로 파형함수를 이

용한 고전적 근사해법에 의한 진동 해석연구에 있어서는 Timoshenko Beam 방정식이

나 Euler Beam 방정식을 이용하고 있다.

 Timoshenko Beam 이론에서는 Beam의 처짐과 Beam의 기울기를 미지수로 하고 있으

며, 그 결과 Beam 요소는 한 절점에서 Beam의 기울기를 자유도로 가지고 된다. 반

면 횡전단 변형율을 무시한 Euler Beam에서는 Beam의 기울기와 단면의 기울기가 같

다고 가정하기 때문에 Beam의 기울기를 별도 미지수로 하지 않는다.

  Euler Beam의 가장 큰 특징은 다음과 같다.

   1. Beam 은 균일한 성분을 갖는다.

   2. 단면의 응력은 굽힘 방향으로 선형적으로 변하고, 모든 단면의 중심에서 0 

이다. ( 즉, 중심축에 수직인 단면은 변형 후에도 수직이라는 가정에 의해, 

전단 변형은 무시된다.) 이를 다시 설명하면, 보의 재질은 선형적이고, 균질

하며 등방성임으로 후크의 법칙을 따른다.

   3. 축 방향 힘은 없다.

   4. 변형 후에도 단면의 변화가 없다.

   5. 특정 단면에서의 굽힘모멘트는 해당 위치에서의 편향된 형상의 2차 도함수에 

따라 선형적으로 변함에 따라, 단면의 변화는 없다.

   6. 적용된 하중은 Beam의 중립 중에 직각이며, 고유 평면에 작용한다.

   7. z축에 대한 질량관성모멘트와 전단변형은 무시한다.
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(a) (b)

Figure 2.1. Beam Theory (a) Euler Beam (b) Timoshenko Beam

  Timoshenko Beam는 횡 전단 변형을 포함한다. 따라서 이 이론은 변형 전 중심축

이 수직인 평면은 변형 후에는 중심축에 수직이 아니다. 이로 인해 횡 방향의 전단 

변형을 고려할 경우에는 이 이론을 사용하게 된다.

  반면에 Euler Beam는 두 개의 Beam가 연결되는 경우, 변형 시 연속적인 이동 변

위와 회전 변위를 갖어야 한다. 즉, Beam의 연결 절점에서 이동 변위와 회전 변위

는 동일하다. 따라서 이 이론은 변형 전 변형 전 중심축에 수직인 평면은 변형 후

에도 중심축에 수직으로 남는다는 가정에 기반한 이론이다.

 하지만 부재의 길이에 대한 상대적인 두께비가 증가할수록 두께 방향으로의 전단 

변형은 증가하기 때문에 Euler Beam 이론의 정확성이 다소 감소하게 된다. 이러한 

이유로 Euler Beam함수를 이용하는 경우에는 단면과 길이의 비에 대한 고려가 필요

하다.

 일반적으로 Timoshenko Beam 이론은 세장비가 작은 Beam의 진동 문제나 고차의 진

동 문제가 중요한 경우에 적용되기도 하지만 그 해석 과정이 다소 복잡하다. 그러

나 실제 적용되고 있는 대부분의 부재는 세장비가 비교적 크고 저차의 고유진동수

가 주된 관심 영역인 경우가 많기 때문에 상대적으로 해석 과정이 간단한 Euler 

Beam이론이 주로 이용되고 있다. 이에 따라 본 논문에서도 세장비가 다소 큰 Beam

의 저차에 영역에 대한 관심영역에 대한 진동문제에 대한 해석이 주 관심이기 때문

에 Euler Beam 이론을 적용하고자 한다.
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제 2 절  Euler Beam 방정식

  Beam 형상의 가느다란 부재의 역학적 거동을 많은 가정을 통해 가장 단순하게 수

학적으로 표현한 Euler Beam 이론을 토대로 하는 1차원 Beam 요소이다. 이 이론에

서는 부재 내 두께방향으로의 횡전단 변형을 무시하고 단순히 굽힘에 의한 변형만

을 반영하고 있다. 하지만, 구조의 횡 전단 변형에너지가 무시되기 때문에 두께가 

길이에 비해 현저히 작지 않은 경우에는 정확도가 떨어지는 단점이 있다. 하지만 

Euler Beam 이론은 이론적인 해답을 제공함에 있어서 공학적인 많은 분야에서 

Structure의 처짐량을 계산할 때 참고가 되는 해를 제공해 준다.

  Figure 2.2. Cantilever Beam 변형

  위 Figure 2.2.는 Cantilever Beam의 변형을 보여준다. Beam의 연속체 상에서 미

소요소에 대해 좌표를 부여하여 자유물체도를 그리면 아래의 Figure 2.3.와 같다.

Figure 2.3. 미소변형 자유물체도

(여기서,   


   


 이다.)

  Figure 2.3.의 자유물체도에 근거하여 상하(Y축) 및 회전 방향() 운동방정식을 
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구하면 다음과 같다.

1) Y축 방향 운동에너지

   



         


                             (2-1)

2)  방향 운동에너지

            


 



  

                             (2-2)

 Y축에 대한 방정식을 다시 정리하면, 식 (2-3)와 같다.

   



 


                                                       (2-3)

  여기서는 단면의 회전에 의한 관성효과를 무시하는 Euler Beam 이론을 이용하고 

있음으로    이 된다. 이를  방향 방정식 (2-2)에 적용하면, 다음의 식 (2-4)

이 된다.

        →   


                                        (2-4)

이 식을 식(2-3)에 대입하여 정리하며, 다음의 식(2-5)와 같다.

   






                                                    (2-5)

  또한, Euler Beam 이론에서 전단변형을 무시할 수 있음으로, 다음과 같은 굽힘모

멘트와 곡률과의 관계식을 얻을 수 있다.

   



                                                          (2-6)

이 관계식을 식(2-5)식에 대입하면

   


 

                                                    (2-7)

와 같이 정리된다. 자중하에서 정적 평형위치에 관해 진동하는 Beam에서는 단위 

길이당 힘은 질량과 가속도로 인한 관성력과 같다. Figure 4.에 보인 바와 같이 관
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성력은 p(x)와 같은 방향이므로 조화 운동을 가정하면 다음과 같이 된다.
                                                              (2-8)
여기서 는 Beam의 단위 길이당 질량이다. 이 관계를 이용하면 Beam의 횡진동 

방정식은 (2-9) 방정식과 같다.

   


 

                                                   (2-9)

굽힘 강성 EI 가 상수인 특별한 경우에 위의 방정식을 다시 쓰면

   



                                                      (2-10)

이다. 그리고

    


                                                           (2-11)
을 대입하면 균일보 진동에 대한 4차 미분 방정식을 얻게 된다.

   



                                                        (2-12)

식 (2-12)에 대한 그 일반해는 다음과 같이 알려져 있다.

                                 (2-13)

  이 일반해에 주어진 경계조건을 적용하면, 대상 시스템에 대한 고유진동수를 구

할 수 있는 파형함수를 구할 수 있다.
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제 3 절 함수의 직교화

  함수의 직교화는 독립을 위한 충분조건이다. 이를 다시 설명하면, 직교하면 독립

이지만, 독립이라고 반드시 직교는 아니라는 것이다. 하지만 직교한다는 것만 증빙

하면, 어떤 물리량이든 서로 독립된 특성들로 분리해서 기술이 가능하게 된다.

Figure 2.4. 함수의 직교

  Figure. 2.4.에서 두 벡터는 독립이면서 직교한다. 이는 다음의 식(2-14)과 같이 

표현할 수 있고, 이를 ‘두 벡터의 내적이 0 이면 직교한다.’라는 의미이다.

                                                                (2-14)

함수의 직교는 함수의 내적으로 확인할 수 있다. 이를 식(2-15)과 같이 표현하면, 

다음의 방정식(2-15)와 같이 표현할 수 있다.

   




                                                    (2-15)

  이는 두 개의 함수  가 구간 [a,b]에서 방정식(2-15)의 조건을 만족하

면 두 함수는 서로 직교한다는 의미가 된다.

  특히 두 벡터가 직교하면서 그 크기가 1일 때 단위 직교 (Orthonormal) 한다고 

한다. 크기가 1이 되면 각 특성들을 표현하고 비교하기가 쉬워진다. 
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제 3 장 Single Beam 및 Connected Beam에 대한 

Mode Shape 특성 검토

 제 1 절 고유진동수 비교

 Single Beam에 비해 Connected Structure에 대한 고유진동수 계산은 부재 연결 부분

에서의 경계조건에 대한 정의 문제로 인하여, 보통의 경우  Connected Structure을 단

일 구조로 이상화하여 고유진동수를 계산하고 있다. 하지만 이러한 해석 방식은 

Connected Structure에 대한 해석에 있어 한계가 있다고 판단된다.
  FEA를 통한 연결형 구조에서의 수평부재 (LA)과 수직부재 ( LB)에 대한 Mode Shape
을 확인해보면, 길이비에 따른 특징을 확인할 수 있다.
 먼저, ㄱ Shpae Connected Structure의 경우 LA : LB = 1 : 1 인 경우, 차수에 따라 고

정-고정 경계조건과 고정-단순 경계조건 등이 차례로 나타남을 알 수 있다. 또한, 길
이가 짧아지는 경우,  고정-고정 경계조 건에 가까운 형상이 나타난다.
 L 형 Connected Structure의 경우, 연결지점에서의 변위로 인하여 Mode Shape에 대

한 구분이 어려운 점이 있다. 이러한 점을 감안하여 Mode Shape을 추정하면, LA : LB 

= 1 : 1에서 고정-단순 경계조건과 고정-자유 경계조건을 유추할 수 있다. 또한, ㄱ형 

Connected Structure와는 달리, 길이가 짧아지는 경우, 저차에서는 고정-단순 경계효

과가 잘 나타나지 않으나, 고차로 진행할수록 수평부재에 고정-단순 경계조건의 형상

이 나타난다.
 Beam의 연결형 구조는 수평부재와 수직부재 간의 상호 연성 작용에 의해 고유진동수 

해석에 어려움이 따르며, 연결부에 대한 경계조건 및 빔의 특성치 등이 고려되어야 신

뢰성 있는 해석이 가능할 것으로 판단된다.
 제 2 절에서는 Single Beam와 Connected Structure 구조의 Mode Shape에 대해 

FEA 결과에 대해 확인하였다.
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 제 2 절 모드 형상 비교

  1. The Property of Beam

  Baem의 Mode Shape 특성 분석을 위한 Beam Properties에 대해 Table 3.1.에 나타

내었다. 해당 Properties는 Single Beam과 Connected Structure의 본 논문의 해석

에서 공통으로 적용된다.

Table 3.1. The Properties of Single Beam
Category Properties Cross section

Density [kg/m^3] 7850

Area [m^2] 0.1

Young`s modulus [N/m^2] 2.1e11

Moment of inertia [m^4] 3.33e-4

  2. Single Beam Mode Shape (Length : 5m)

Table 3.2. Mode Shape of Single Beam
구분 1차 2차 3차

고정

고정

고정

단순
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  3. Connected Structure Mode Shape 

Table 3.3. Mode Shape of Connected Structure (LA : LB = 3m : 7m)

고정

자유

구분 1차 2차 3차

ㄱ

Shape

L

Shape
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Table 3.4. Mode Shape of Connected Structure  (LA : LB = 5m : 5m)

Table 3.5. Mode Shape of Connected Structure  (LA : LB = 7m : 3m)

구분 1차 2차 3차

ㄱ

Shape

L

Shape

구분 1차 2차 3차

ㄱ

Shape

L

Shape
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제 4 장 파형가정함수

 제 1 절 경계조건에 따른 파형가정함수 정의

   1. Single Beam 양단 경계조건

 경계조건 유형별 파형함수는 다음의 Euler Beam 함수 성질을 갖는 4차 방정식을 

기본으로 사용하였으며, Beam 파형함수 정의에 사용된 경계조건 유형은 Table 4.1.

와 같이 정의하였다.

 여기서 정의된 파형함수는 Connected Beam의 파형함수 정의에 적용하여 계산된다.

Table 4.1. Boundary Condition of Beam

BC GBC NBC

고정-고정

(C-C)

  

  




  




  

-

고정-단순

(C-S)

  

  




  

 



  

고정-자유

(C-F)

  




  





  





 
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 * C : Clamp , S : Simple , F : Free

 * BC : Boundary Condition

 * GBC : Geometric Boundary Condition , NBC : Natural Boundary Condition

 상기의 Table 4.1.을 이용하여, 양단 경계조건을 부여하여 기본 파형함수를 정의

하였다. 경계조건 부여 시 NBC를 별도로 부여하여, 파형함수를 유도하여 결과를 함

께 비교하였다. 유도된 파형함수를 이용한 계산결과는 신뢰성 검증을 위해 FEA 결

과와 비교하였다. 

 본 장에서 Simple Beam에 대해 여러 유형의 파형함수를 정의한 이유는

 첫째, Boundary Condition 중 NBC에 의한 고유진동수 영향을 확인하기 위해서이

다. 동일 Boundary Condition에 의한 함수일 경우 NBC 조건에 따라 파형함수의 형

태가 상이함에 따라, 이에 따른 고유진동수 결과의 차이를 확인이 필요하다.

 둘째, L Shape Connected Structure의 자유 경계조건을 갖는 부재에 대한 파형함

수 정의를 위함이다. 해당 Structure의 경우 ㄱ Shape Connected Structure과는 

다르게 자유 경계조건이 부여되는 수직부재에서의 파형함수 정의가 어려워, 여러 

조건의 파형함수를 조합하여 최적의 파형함수 조건을 구하기 위함이다.

단순-고정

(S-C)

  

  




  

 



  

단순-단순

(S-S)

  

  

 



  

 



  
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   2.고정-고정 경계조건

 고정-고정 경계조건의 함수를 라 정의하고, 양단에 다음의 경계조건을 적용

하여, 기본 파형함수를 구하였다. Clamp-Clamp Beam의 함수에서의 경계조건은 필수

경계조건만 적용되었다.

파형함수형태 GBC NBC

4차 방정식
   ,   

′  , ′ 
-

     가. 4차 방정식 파형함수

 · 기본함수

         
 


                                 (4-1)

 · 양단경계조건 

BC GBC NBC

고정-고정

(C-C)

   ,   

′  , ′ 
-

* C-C : Clamp-Clamp

 양단 경계조건을 기본함수 (4-1)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 구

하면 아래와 같다.

      →  

    →        
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   ′ →              
   ′ →      

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,  ,  를 기본함수 (4-1)식에 대

입하면,
                                                      
                                                         (4-2)
와 같이 고정-고정 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고, 에너

지 산식을 적용하여 고유진동수 계산 시 기함수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정

의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 재정리하여 표현하였다.
       ,   ≦ ≦                                            (4-3)
   

                                                     (4-4)
2차 모드 이상의 고정-고정 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-5)을 사용하여 

일반화 할 수 있다.

      ⋅
  

 

⋅                                        (4-5)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)
 방정식 (4-5)에서 구한 파형함수의 운동 방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.

   




⋅⋅                                                 (4-6)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)
이를 이용하여 방정식 (4-5)를 이용한 고정-고정 경계조건의 2차 모드 파형함수는 

방정식 (4-7)을 통해 구할 수 있다.
    ⋅⋅                                      (4-7)
방정식 (4-7)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-9)와 같이 계수를 구할 

수 있고,
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   
 



⋅⋅
 




⋅⋅

                             (4-8)

    


 




⋅


 




⋅⋅

                                              (4-9) 

방정식 (4-7) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같이 

구할 수 있다.  

   







⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                                      (4-10)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)
(4-9),(4-10)에서 구한 계수들을 방정식 (4-7)식에 대입하면 2차모드 파형함수를  

구할 수 있다.
 또한, 고정-고정 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-11)을 통해 구할 수 

있다.
    ⋅⋅⋅                              (4-11)
 방정식 (4-11) 양변에 를 곱하여 적분하면,

   
 



⋅⋅





⋅⋅

⋅⋅             (4-12)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 




⋅⋅⋅  이므로

    


 




⋅


 




⋅⋅

                                                (4-13)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-11)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,

   
 



⋅⋅
 



⋅⋅⋅⋅ ⋅
           (4-14)
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과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이 되면,

    


 




⋅


 



⋅⋅⋅

                                            (4-15)

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-11)식 양변을 제곱하여 직교관계식

을 적용하여  계수를 구할 수 있다.

   







⋅⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                             (4-16)

      ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)
 (4-13),(4-15) 및 (4-16)에서 구한 계수들을 방정식 (4-11)식에 대입하면 3차모

드 파형함수를  구할 수 있다.
 4차 이상 모드함수는 방정식 (4-5)를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다항식을 

구할 수 있다.
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   3.고정-단순 경계조건

 고정-단순 경계조건의 함수를 라 정의하고, 양단에 다음의 경계조건을 적

용하여, 기본 파형함수를 구하였다. 고정-단순 Beam의 함수에서의 경계조건은 

필수경계조건과 자연경계조건이 모두 적용되면, 조합을 통해 4차와 3차 방정식

의 기본 파형함수를 구하였다.

파형함수형태 GBC NBC

4차 방정식
  ,  

′ 
 ″ 

3차 방정식
  ,  

′ 
-

     가. 4차 방정식 파형함수

 ·기본함수

       
 


                ( ≦ ≦  )                    (4-17)

 · 양단 경계조건 

BC GBC NBC

고정-단순

(C-S)

  ,  

′ 
 ″ 

* C-S : Clamp-Simple

 양단 경계조건을 기본함수 (4-17)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식
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을 구하면 아래와 같다.

    →     
   ′ →  

    →   
   ″ →       

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,   

,   


를 기본함수 (4-17)식에 

대입하면 

      





                                                 

                                                 (4-18)
와 같이 고정-단순 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고, 에너

지 산식을 적용하여 고유진동수 계산 시 기함수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정

의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 재정리하여 표현하였다.
                                        ≦ ≦             (4-19)

   

   
                                          (4-20)

2차 모드 이상의 고정-단순 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-21)을 사용하

여 일반화 할 수 있다.

      ⋅
  

 

⋅                                       (4-21)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)
 방정식 (4-21)에서 구한 파형함수의 운동방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.

   
 



⋅⋅                                                (4-22)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)
이를 이용하여 방정식 (4-21)를 이용한 고정-단순 경계조건의 2차 모드 파형함수
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는 방정식 (4-23)을 통해 구할 수 있다.
    ⋅⋅                                     (4-23)
방정식 (4-23)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-25)와 같이 계수를 구

할 수 있고,

   
 



⋅⋅
 




⋅⋅

                             (4-24)

    







⋅


 




⋅⋅

                                               (4-25) 

방정식 (4-23) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같이 

구할 수 있다.  

   



 



⋅⋅ 
⋅







⋅

                                      (4-26)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)
(4-25),(4-26)에서 구한 계수들을 방정식 (4-23)식에 대입하면 2차모드 파형함수

를  구할 수 있다.
 또한, 고정-단순 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-27)을 통해 구할 수 

있다.
    ⋅⋅⋅                              (4-27)
 방정식 (4-27) 양변에 를 곱하여 적분하면,

  




⋅⋅
 




⋅⋅

⋅⋅            (4-28)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 




⋅⋅⋅  이므로

 







⋅


 




⋅⋅

                                                  (4-29)
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와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-27)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,


 



⋅⋅
 



⋅⋅⋅⋅⋅
              (4-30)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해  




⋅⋅⋅  이 되면,

 







⋅






⋅⋅⋅

                                             (4-31)

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-27)식 양변을 제곱하여 직교관계식

을 적용하여  계수를 구할 수 있다.









⋅⋅ ⋅ 
⋅







⋅

                              (4-32)

      (: 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)
 (4-29),(4-31) 및 (4-32)에서 구한 계수들을 방정식 (4-27)식에 대입하면 3차모

드 파형함수를  구할 수 있다.
 4차 이상 모드함수는 (4-21)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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     나. 3차 방정식 파형함수 

 · 기본함수

       
 

        ( ≦ ≦  )                                     (4-33)

 · 양단 경계조건

BC GBC NBC

고정-단순

(C-S)

  ,  

′ 
-

* C-S : Clamp-Simple

 양단 경계조건을 기본함수 (4-33)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식

을 구하면 아래와 같다.

    →     
   ′ →  

    →              

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,   를 기본함수 (4-33)식에 대입하면

       
                                                          (4-34)
와 같이 고정-단순 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고, 기함

수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 재

정리하였다.
                                      ≦ ≦                (4-35) 
       



- 30 -

   
                                             (4-36)

 2차 모드 이상의 고정-단순 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-37)을 사용하

여 일반화 할 수 있다.

      ⋅
  

 

⋅                                       (4-37)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)
 방정식 (3-37)에서 구한 파형함수의 운동 방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.

   
 



⋅⋅                                                (4-38)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)
이를 이용하여 (4-37)식를 이용한 고정-단순 경계조건의 2차 모드 파형함수는 

(4-39)식을 통해 구할 수 있다.
    ⋅⋅                                            (4-39)
(4-39)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-41)와 같이 계수를 구할 수 

있고,

   
 



⋅⋅
 




⋅⋅

                             (4-40)

    


 




⋅


 




⋅⋅

                                                (4-41) 

(4-39) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같이 구할 

수 있다.

   



 



⋅⋅ 
⋅







⋅

                                      (4-42)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)
(4-41),(4-42)에서 구한 계수들을  (4-39)식에 대입하면 2차모드 파형함수를  구
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할 수 있다.
 또한, 고정-단순 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-43)을 통해 구할 수 

있다.
    ⋅⋅⋅                              (4-43)
 방정식 (4-43) 양변에 를 곱하여 적분하면,

  




⋅⋅
 




⋅⋅

⋅⋅            (4-44)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 




⋅⋅⋅  이므로

 







⋅


 




⋅⋅

                                                  (4-45)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-43)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,


 



⋅⋅
 



⋅⋅⋅⋅⋅
              (4-46)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해  




⋅⋅⋅  이 되면,

 







⋅






⋅⋅⋅

                                             (4-47)

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-43)식 양변을 제곱하여 직교관계식

을 적용하여  계수를 구할 수 있다.









⋅⋅ ⋅ 
⋅







⋅

                              (4-48)

      (: 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)
 (4-45),(4-47) 및 (4-48)에서 구한 계수들을 방정식 (4-11)식에 대입하면 3차모
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드 파형함수를 구할 수 있다.
 4차 이상 모드함수는 (4-37)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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   4. 고정-자유 경계조건

 고정-자유 경계조건의 함수를 라 정의하고, 양단에 다음의 경계조건을 적

용하여, 기본 파형함수를 구하였다. 고정-자유 Beam의 함수에서의 경계조건은 

필수경계조건과 자연경계조건이 모두 적용되면, 조합을 통해 4차, 3차 그리고, 

2차 방정식의 기본 파형함수를 구하였다.

파형함수형태 GBC NBC

4차방정식
 

′ 

″′ 

″ 

3차 방정식 1형
 

′ 
″ 

3차 방정식 2형
 

′ 
″′ 

2차 방정식
 

′ 
-

     가. 4차  방정식 파형함수

 · 기본함수 

        



                ( ≦ ≦  )                    (4-49)

 · 양단 경계조건 

BC GBC NBC

고정-자유

(C-F)

 

′ 

″′ 

″ 

* C-F : Clamp-Free
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  양단 경계조건을 기본함수 (4-49)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 

구하면 아래와 같다.

     →     

   ′  →              

   ″ →   

   ″′ →   

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,  ,  를 기본함수 (4-49)식에 

대입하면

      

                                                     (4-50)

 와 같은 고정-자유 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고,  기

함수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 

재정리 하였다.

                                      ≦ ≦                (4-51)

    

  
                                      (4-52)

 2차 모드 이상의 고정-자유 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-53)을 사용

하여 일반화 할 수 있다.

      ⋅
 

 

⋅                                        (4-53)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)

 방정식 (4-53)에서 구한 파형함수의 운동 방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.


 



⋅⋅                                                     (4-54)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)
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이를 이용하여 방정식 (4-53)를 이용한 고정-자유 경계조건의 2차 모드 파형함수는 

방정식 (4-55)을 통해 구할 수 있다.

 ⋅⋅                                              (4-55)

방정식 (4-55)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-57)와 같이 계수를 구

할 수 있고,


 



⋅⋅
 




⋅⋅

                               (4-56)

    







⋅


 




⋅⋅

                                                 (4-57)

방정식 (4-55) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같이 

구할 수 있다.  

   







⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                                       (4-58)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)

(4-57),(4-58)에서 구한 계수들을 방정식 (4-55)식에 대입하면 2차모드 파형함수를  

구할 수 있다.

 또한, 고정-자유 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-59)을 통해 구할 수 

있다.

 ⋅⋅⋅                                     (4-59)

 방정식 (4-59) 양변에 를 곱하여 적분하면,


 



⋅⋅
 




⋅⋅

 ⋅⋅                   (4-60)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이므로
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 


 




⋅


 




⋅⋅

                                                  (4-61)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-59)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,






⋅⋅




⋅⋅⋅⋅⋅
              (4-62)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이 되면,

 


 




⋅


 



⋅⋅⋅

                                             (4-63) 

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-59)식 양변을 제곱하여 직교관계식

을 적용하여  계수를 구할 수 있다.





 



⋅⋅ ⋅ 
⋅


 




⋅

                              (4-64)

      ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)

 (4-61),(4-63) 및 (4-64)에서 구한 계수들을 방정식 (4-59)식에 대입하면 3차모드 

파형함수를 구할 수 있다.

 4차 이상 모드함수는 (4-53)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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     나. 3차 방정식 제1 파형함수

 · 기본함수

            
 

                ( ≦ ≦  )                    (4-65)

 · 양단 경계조건 

BC GBC NBC

고정-자유

(C-F)

 

′ 
″ 

* C-F : Clamp-Free

  양단 경계조건을 기본함수 (4-65)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 

구하면 아래와 같다.

     →   

   ′  →   

   ″ →      

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,  를 기본함수 (4-65)식에 대입하면

                                                 

                                                         (4-66)

와 같이 고정-자유 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고, 기함

수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 재

정리 하였다.

                                      ≦ ≦                (4-67)

   

   
                                           (4-52)

 2차 모드 이상의 고정-자유 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-68)을 사용
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하여 일반화 할 수 있다.

      ⋅
 

 

⋅                                        (4-68)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)

 방정식 (4-68)에서 구한 파형함수의 운동 방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.


 



⋅⋅                                                     (4-69)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)

이를 이용하여 방정식 (4-68)를 이용한 고정-자유 경계조건의 2차 모드 파형함수는 

방정식 (4-70)을 통해 구할 수 있다.

 ⋅⋅                                              (4-70)

방정식 (4-70)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-72)와 같이 계수를 구

할 수 있고,


 



⋅⋅
 




⋅⋅

                               (4-71)

    







⋅


 




⋅⋅

                                                 (4-72)

방정식 (4-70) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같이 

구할 수 있다.

   







⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                                       (4-73)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)

(4-72),(4-73)에서 구한 계수들을 방정식 (4-70)식에 대입하면 2차모드 파형함수를 

구할 수 있다.

 또한, 고정-자유 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-74)을 통해 구할 수 

있다.
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 ⋅⋅⋅                                     (4-74)

 방정식 (4-74) 양변에 를 곱하여 적분하면,


 



⋅⋅
 




⋅⋅

 ⋅⋅                   (4-75)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이므로

 


 




⋅


 




⋅⋅

                                                  (4-76)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-74)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,






⋅⋅




⋅⋅⋅⋅⋅
              (4-77)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이 되면,

 


 




⋅


 



⋅⋅⋅

                                             (4-78) 

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-74)식 양변을 제곱하여 직교관계식

을 적용하여  계수를 구할 수 있다.





 



⋅⋅ ⋅ 
⋅


 




⋅

                              (4-79)

      ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)

 (4-76),(4-78) 및 (4-79)에서 구한 계수들을 방정식 (4-74)식에 대입하면 3차모드 

파형함수를  구할 수 있다.

 4차 이상 모드함수는 (4-68)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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     다. 3차 방정식 제2 파형함수

 · 기본함수

      
 

      ( ≦ ≦ )                        (4-80)

 · 양단 경계조건

BC GBC NBC

고정-자유

(C-F)

 

′ 
″′ 

* C-F : Clamp-Free

  양단 경계조건을 기본함수 (4-80)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 

구하면 아래와 같다.

     →   

   ′ →  

   ″′  →   

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,    를 기본함수 (4-80)식에 대입하면

                                                               (4-81)

와 같이 고정-자유 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고, 기함

수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 재

정리 하였다.

                                         ≦ ≦             (4-82) 

                                                      

   
                                               (4-83)

 2차 모드 이상의 고정-자유 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-84)을 사용

하여 일반화 할 수 있다.
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      ⋅
 

 

⋅                                        (4-84)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)

 방정식 (4-84)에서 구한 파형함수의 운동 방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.


 



⋅⋅                                                     (4-85)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)

이를 이용하여 방정식 (4-84)를 이용한 고정-자유 경계조건의 2차 모드 파형함수는 

방정식 (4-86)을 통해 구할 수 있다.

 ⋅⋅                                              (4-86)

방정식 (4-86)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-88)와 같이 계수를 구

할 수 있고,


 



⋅⋅
 




⋅⋅

                               (4-87)

    







⋅


 




⋅⋅

                                                 (4-88)

방정식 (4-86) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같이 

구할 수 있다.  

   







⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                                       (4-89)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)

(4-88),(4-89)에서 구한 계수들을 방정식 (4-86)식에 대입하면 2차모드 파형함수를  

구할 수 있다.

 또한, 고정-자유 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-90)을 통해 구할 수 

있다.
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 ⋅⋅⋅                                     (4-90)

 방정식 (4-90) 양변에 를 곱하여 적분하면,


 



⋅⋅
 




⋅⋅

 ⋅⋅                   (4-91)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이므로

 


 




⋅


 




⋅⋅

                                                  (4-92)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-90)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,






⋅⋅




⋅⋅⋅⋅⋅
              (4-93)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이 되면,

 


 




⋅


 



⋅⋅⋅

                                              (4-94)

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-90)식 양변을 제곱하여 직교관계식

을 적용하여  계수를 구할 수 있다.





 



⋅⋅ ⋅ 
⋅


 




⋅

                              (4-95)

      ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)

 (4-92),(4-94) 및 (4-95)에서 구한 계수들을 방정식 (4-90)식에 대입하면 3차모드 

파형함수를  구할 수 있다.

 4차 이상 모드함수는 (4-84)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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     라. 2차 방정식 파형함수

 · 기본함수

        
              ( ≦ ≦ )                      (4-96)

 · 양단 경계조건 

BC GBC NBC

고정-자유

(C-F)

 

′ 
-

* C-F : Clamp-Free

 양단 경계조건을 기본함수 (4-96)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 구

하면 아래와 같다.

     →     

   ′  →              

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,    를 기본함수 (4-96)식에 대입하면

                                                               (4-97)

와 같은 고정-자유 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고, 기함

수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 재

정리 하였다.

                                      ≦ ≦               (4-98)

                                                      

   
                                               (4-99)

 2차 모드 이상의 고정-자유 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-100)을 사

용하여 일반화 할 수 있다.
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      ⋅
 

 

⋅                                       (4-100)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)

 방정식 (4-100)에서 구한 파형함수의 운동 방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.


 



⋅⋅                                                    (4-101)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)

이를 이용하여 방정식 (4-100)를 이용한 고정-자유 경계조건의 2차 모드 파형함수

는 방정식 (4-102)을 통해 구할 수 있다.

 ⋅⋅                                             (4-102)

방정식 (4-102) 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-104)와 같이 계수를 구

할 수 있고,


 



⋅⋅
 




⋅⋅

                              (4-103)

    







⋅


 




⋅⋅

                                                (4-104)

방정식 (4-102) 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같이 

구할 수 있다.  

   







⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                                      (4-105)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)

(4-104),(4-105)에서 구한 계수들을 방정식 (4-102)식에 대입하면 2차모드 파형함

수를  구할 수 있다.

 또한, 고정-자유 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-106)을 통해 구할 수 

있다.
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 ⋅⋅⋅                                    (4-106)

 방정식 (4-106) 양변에 를 곱하여 적분하면,


 



⋅⋅
 




⋅⋅

 ⋅⋅                  (4-107)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이므로

 


 




⋅


 




⋅⋅

                                                 (4-108)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-106)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,


 



⋅⋅
 



⋅⋅⋅⋅ ⋅
              (4-109)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이 되면,

 







⋅


 



⋅⋅⋅

                                              (4-110)

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-106)식 양변을 제곱하여 직교관계

식을 적용하여  계수를 구할 수 있다.









⋅⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                              (4-111)

      ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)

 (4-108),(4-110) 및 (4-111)에서 구한 계수들을 방정식 (4-106)식에 대입하면 3차

모드 파형함수를  구할 수 있다.

 4차 이상 모드함수는 (4-100)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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   5. 단순-고정 경계조건

 단순-고정 경계조건의 함수를 라 정의하고, 양단에 다음의 경계조건을 적

용하여, 기본 파형함수를 구하였다. 단순-고정 Beam의 함수에서의 경계조건은 

필수경계조건과 자연경계조건이 모두 적용되면, 조합을 통해 4차와 3차 방정식

의 기본 파형함수를 구하였다.

파형함수형태 GBC NBC

4차 방정식
  ,  

′ 
″ 

3차 방정식
  ,  

′ 
 -

     가. 4차 방정식 파형함수

 · 기본함수

        



             ( ≦ ≦  )         (4-112)

 · 양단 경계조건 

BC GBC NBC

단순-고정

(S-F)

  ,  

′ 
″ 

* S-F : Simple-Free
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 양단 경계조건을 기본함수 (4-112)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 

구하면 아래와 같다.

    →     

   ″ →  

    →              

   ′ →       

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,   


,   


를 기본함수 (4-112)식

에 대입하면,

     


 




                                                    (4-113)

와 같이 단순-고정 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고, 기함

수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 재

정리 하였다.

                                      ≦ ≦              (4-114)

   

   
                                         (4-115)

  2차 모드 이상의 단순-고정 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-112)을 사

용하여 일반화 할 수 있다.

   ⋅
 

 

⋅                                        (4-116)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)

 방정식 (4-112)에서 구한 파형함수의 운동방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.


 



⋅⋅                                                    (4-117)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)



- 48 -

이를 이용하여 방정식 (4-5)를 이용한 단순-고정 경계조건의 2차 모드 파형함수는 

방정식 (4-118)을 통해 구할 수 있다.

 ⋅⋅                                              (4-118)

방정식 (4-118)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-120)와 같이 계수를 

구할 수 있고,






⋅⋅
 




⋅⋅

                              (4-119)

    







⋅


 




⋅⋅

                                                (4-120)

방정식 (4-118) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같

이 구할 수 있다.  





 



⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                                       (4-121)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)

(4-120),(4-121)에서 구한 계수들을 방정식 (4-118)식에 대입하면 2차모드 파형함

수를  구할 수 있다.

 또한, 단순-고정 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-122)을 통해 구할 수 

있다.

 ⋅⋅⋅                                    (4-122)

 방정식 (4-122) 양변에 를 곱하여 적분하면,


 



⋅⋅





⋅⋅

⋅⋅                 (4-123)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이므로
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 


 




⋅


 




⋅⋅

                                                 (4-124)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-122)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,






⋅⋅
 



⋅⋅⋅⋅ ⋅
              (4-125)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이 되면,

 







⋅


 



⋅⋅⋅

                                              (4-126)

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-122)식 양변을 제곱하여 직교관계

식을 적용하여  계수를 구할 수 있다.





 



⋅⋅ ⋅ 
⋅


 




⋅

                               (4-127)

      ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)

 (4-124),(4-126) 및 (4-127)에서 구한 계수들을 방정식 (4-122)식에 대입하면 3차

모드 파형함수를  구할 수 있다.

 4차 이상 모드함수는 (4-116)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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     나. 3차 방정식 파형함수

 · 기본함수

        


             ( ≦ ≦  )               (4-128)

 · 양단 경계조건 

BC GBC NBC

단순-고정

(S-F)

  ,  

′ 
 -

* S-F : Simple-Free

 양단 경계조건을 기본함수 (4-128)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 

구하면 아래와 같다.

    →     

    →              

   ′ →       

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,  ,  를 기본함수 (4-128)식에 

대입하면

                                                   

                                                        (4-129)

와 같이 단순-고정 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고,  기

함수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 

재정리 하였다.

                                   ≦  ≦             (4-130) 

     
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
                                               (4-131)

  2차 모드 이상의 고정-자유 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-132)을 사

용하여 일반화 할 수 있다.

   ⋅
 

 

⋅                                        (4-132)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)

 방정식 (4-132)에서 구한 파형함수의 운동 방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.


 



⋅⋅                                                    (4-133)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)

이를 이용하여 방정식 (4-132)를 이용한 고정-자유 경계조건의 2차 모드 파형함수

는 방정식 (4-134)을 통해 구할 수 있다.

 ⋅⋅                                              (4-134)

방정식 (4-134)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-136)와 같이 계수를 

구할 수 있고,






⋅⋅
 




⋅⋅

                              (4-135)

  







⋅


 




⋅⋅

                                                (4-136)

방정식 (4-134) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같

이 구할 수 있다.  





 



⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                                       (4-137)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)

(4-136),(4-137)에서 구한 계수들을 방정식 (4-134)식에 대입하면 2차모드 파형함
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수를  구할 수 있다.

 또한, 고정-자유 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-138)을 통해 구할 수 

있다.

 ⋅⋅⋅                                    (4-138)

 방정식 (4-138) 양변에 를 곱하여 적분하면,


 



⋅⋅





⋅⋅

⋅⋅                 (4-139)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이므로

 


 




⋅


 




⋅⋅

                                                 (4-140)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-138)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,






⋅⋅
 



⋅⋅⋅⋅ ⋅
              (4-141)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이 되면,

 







⋅


 



⋅⋅⋅

                                              (4-142)

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-11)식 양변을 제곱하여 직교관계식

을 적용하여  계수를 구할 수 있다.





 



⋅⋅ ⋅ 
⋅


 




⋅

                               (4-143)

      ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)

 (4-140),(4-142) 및 (4-143)에서 구한 계수들을 방정식 (4-138)식에 대입하면 3차
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모드 파형함수를 구할 수 있다.

 4차 이상 모드함수는 (4-132)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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   6. 단순-단순 경계조건

 단순-단순 경계조건의 함수를  라 정의하고, 양단에 다음의 경계조건을 적

용하여, 기본 파형함수를 구하였다. 단순-단순 Beam의 함수에서의 경계조건은 

필수경계조건과 자연경계조건이 모두 적용되면, 조합을 통해 4차, 3차 그리고, 

2차 방정식의 기본 파형함수를 구하였다.

파형함수형태 GBC NBC

4차 방정식   ,   ″  , ″ 

3차 방정식 1형   ,   ″ 

3차 방정식 2형   ,   ″ 

2차 방정식   ,   -

     가. 4차 방정식 파형함수 

 · 기본함수

        


 
       ( ≦ ≦  )                (4-144)
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 · 양단경계조건

BC GBC NBC

단순-단순

(S-S)
  ,   ″  , ″ 

* S-S: Simple-Simple

 양단 경계조건을 기본함수 (4-144)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 

구하면 아래와 같다.

     →     

   ″ →  

     →                

   ″ →      

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,  ,  를 기본함수 (4-144)식에 

대입하면,

                                              

                                                     (4-145)

와 같이 단순-단순 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고, 에너

지 산식을 적용하여 고유진동수 계산 시 기함수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정

의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 재정리하여 표현하였다.

                                      ≦ ≦              (4-146)

    

   
                                               (4-147)

 2차 모드 이상의 단순-단순 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-148)을 사

용하여 일반화 할 수 있다.
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      ⋅
  

 

⋅                                      (4-148)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)

 방정식 (4-148)에서 구한 파형함수의 운동방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.

   




⋅⋅                                                

(4-149)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)

이를 이용하여 방정식 (4-148)를 이용한 단순-단순 경계조건의 2차 모드 파형함수

는 방정식 (4-150)을 통해 구할 수 있다.

    ⋅⋅                                      (4-150)

방정식 (4-150)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-152)와 같이 계수를 

구할 수 있고,

   




⋅⋅
 




⋅⋅

                             (4-151)

    







⋅


 




⋅⋅

                                             (4-152) 

방정식 (4-150) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같

이 구할 수 있다.  

   







⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                                      (4-153)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)

(4-152),(4-153)에서 구한 계수들을 방정식 (4-150)식에 대입하면 2차모드 파형함

수를  구할 수 있다.

 또한, 단순-단순 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-154)을 통해 구할 수 

있다.
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    ⋅⋅ ⋅                             (4-154)

 방정식 (4-154) 양변에 를 곱하여 적분하면,

   
 



⋅⋅
 




⋅⋅

⋅⋅             (4-155)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이므로

    


 




⋅


 




⋅⋅

                                                (4-156)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-154)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,

   
 



⋅⋅
 



⋅⋅⋅⋅ ⋅
             (4-157)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이 되면,

    


 




⋅






⋅⋅⋅

                                            (4-158)

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-154)식 양변을 제곱하여 직교관계

식을 적용하여  계수를 구할 수 있다.

   



 



⋅⋅ ⋅ 
⋅


 




⋅

                              (4-159)

      ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)

 (4-156),(4-158) 및 (4-159)에서 구한 계수들을 방정식 (4-154)식에 대입하면 3차

모드 파형함수를 구할 수 있다.

4차 이상 모드함수는 (4-148)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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     나. 3차 방정식 제1 파형함수

 · 기본함수

        


       ( ≦ ≦  )                     (4-160)

 · 양단경계조건

BC GBC NBC

단순-단순

(S-S)
  ,   ″ 

* S-S: Simple-Simple

 양단 경계조건을 기본함수 (4-160)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 

구하면 아래와 같다.

     →     

   ″ →  

     →               

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,  를 기본함수 (4-160)식에 대입하면

    

                                                         (4-161)

와 같이 단순 -단순 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고, 기

함수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 

재정리 하였다.

                                      ≦ ≦              (4-162) 

   

   
                                             
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(4-163)

 2차 모드 이상의 단순-단순 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-164)을 사

용하여 일반화 할 수 있다.

      ⋅
  

 

⋅                                      (4-164)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)

 방정식 (4-164)에서 구한 파형함수의 운동 방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.

   
 



⋅⋅                                              (4-165)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)

이를 이용하여 방정식 (4-164)를 이용한 단순-단순 경계조건의 2차 모드 파형함수

는 방정식 (4-166)을 통해 구할 수 있다.

    ⋅⋅                                      (4-166)

방정식 (4-166)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-168)와 같이 계수를 

구할 수 있고,

   




⋅⋅
 




⋅⋅

                             (4-167)

    







⋅


 




⋅⋅

                                             (4-168) 

방정식 (4-166) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같

이 구할 수 있다.  

   







⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                                      (4-169)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)

(4-168),(4-169)에서 구한 계수들을 방정식 (4-166)식에 대입하면 2차모드 파형함

수를  구할 수 있다.
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 또한, 단순-단순 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-70)을 통해 구할 수 

있다.

    ⋅⋅ ⋅                              

(4-170)

 방정식 (4-170) 양변에 를 곱하여 적분하면,

   
 



⋅⋅
 




⋅⋅

⋅⋅             (4-171)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이므로

    


 




⋅


 




⋅⋅

                                                (4-172)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-170)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,

   
 



⋅⋅
 



⋅⋅⋅⋅ ⋅
             (4-173)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이 되면,

    


 




⋅






⋅⋅⋅

                                            (4-174)

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-170)식 양변을 제곱하여 직교관계

식을 적용하여  계수를 구할 수 있다.

   



 



⋅⋅ ⋅ 
⋅


 




⋅

                              (4-175)

      ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)

 (4-172),(4-174) 및 (4-175)에서 구한 계수들을 방정식 (4-170)식에 대입하면 3차
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모드 파형함수를 구할 수 있다.

4차 이상 모드함수는 (4-164)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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     다. 3차 방정식 제2 파형함수

 · 기본함수

        


       ( ≦ ≦  )                     (4-176)

 · 양단경계조건

BC GBC NBC

단순-단순

(S-S)
  ,   ″ 

* S-S: Simple-Simple

 양단 경계조건을 기본함수 (4-176)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 

구하면 아래와 같다.

     →     

     →               

   ″ →      

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,  ,  를 (4-176)식에 대입하면

                                                

                                                     (4-177)

와 같이 단순 -단순 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고,  기

함수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 

재정리 하였다.

                                      ≦ ≦              (4-178)

    
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   
                                           (4-179)

 2차 모드 이상의 단순-단순 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-180)을 사

용하여 일반화 할 수 있다.

      ⋅
  

 

⋅                                      (4-180)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)

 방정식 (4-180)에서 구한 파형함수의 운동방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.

   
 



⋅⋅                                              (4-181)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)

이를 이용하여 방정식 (4-180)를 이용한 단순-단순 경계조건의 2차 모드 파형함수

는 방정식 (4-182)을 통해 구할 수 있다.

    ⋅⋅                                      (4-182)

방정식 (4-182)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-184)와 같이 계수를 

구할 수 있고,

   




⋅⋅
 




⋅⋅

                             (4-183)

    







⋅


 




⋅⋅

                                             (4-184) 

방정식 (4-182) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같

이 구할 수 있다.  

   







⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                                      (4-185)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)

(4-184),(4-185)에서 구한 계수들을 방정식 (4-182)식에 대입하면 2차모드 파형함
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수를  구할 수 있다.

 또한, 단순-단순 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 (4-186)을 통해 구할 수 

있다.

    ⋅⋅ ⋅                             (4-186)

 방정식 (4-186) 양변에 를 곱하여 적분하면,

   
 



⋅⋅
 




⋅⋅

⋅⋅             (4-187)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이므로

    


 




⋅


 




⋅⋅

                                                (4-188)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-186)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,

   
 



⋅⋅
 



⋅⋅⋅⋅ ⋅
             (4-189)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이 되면,

    


 




⋅






⋅⋅⋅

                                            (4-190)

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-186)식 양변을 제곱하여 직교관계

식을 적용하여  계수를 구할 수 있다.

   



 



⋅⋅ ⋅ 
⋅


 




⋅

                              (4-191)

      ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)

 (4-188),(4-190) 및 (4-191)에서 구한 계수들을 방정식 (4-187)식에 대입하면 3차
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모드 파형함수를 구할 수 있다. 

 4차 이상 모드함수는 (4-180)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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     라. 2차 방정식 파형함수

 · 기본함수

     
       ( ≦ ≦ )                               (4-192)

 · 양단경계조건

BC GBC NBC

단순-단순

(S-S)
  ,   -

* S-S: Simple-Simple

 양단 경계조건을 기본함수 (4-192)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 

구하면 아래와 같다.

     →     

     →               

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,  를 (4-192)식에 대입하면

                                               

                                                         (4-193)

와 같이 단순 -단순 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 그리고, 기

함수, 우함수 성질을 이용하여 계산과정의 복잡함을 피하고자 파형함수의 수식을 

재정리 하였다.

                                      ≦ ≦              (4-194) 

   

   
                                                   (4-195)

 2차 모드 이상의 단순-단순 경계조건의 파형 함수는 다음의 방정식 (4-196)을 사

용하여 일반화 할 수 있다.
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      ⋅
  

 

⋅                                      (4-196)

     ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수값)

 방정식 (4-196)에서 구한 파형함수의 운동 방정식에 직교 관계식을 이용하여 2차 

및 3차 모드 이상의 파형함수를 구할 수 있다.     에 만족하는 값이다.

   




⋅⋅                                                

(4-197)

   ( i, j : 진동차수 ,  : Kronecker delta)

이를 이용하여 방정식 (4-196)를 이용한 단순-단순 경계조건의 2차 모드 파형함수

는 방정식 (4-198)을 통해 구할 수 있다.

    ⋅⋅                                      (4-198)

방정식 (4-198)식 양변에 을 곱하여 적분하여 정리하여 (4-200)와 같이 계수를 

구할 수 있고,

   




⋅⋅
 




⋅⋅

                             (4-199)

    







⋅


 




⋅⋅

                                             (4-200)

방정식 (4-198) 식 양변을 제곱하여 직교관계식을 적용하여  계수를 다음과 같

이 구할 수 있다.  

   







⋅⋅ 
⋅


 




⋅

                                      (4-201)

        ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수 값)

(4-200),(4-201)에서 구한 계수들을 방정식 (4-198)식에 대입하면 2차모드 파형함

수를  구할 수 있다.  또한, 단순-단순 경계조건의 3차모드 파형함수는 방정식 

(4-202)을 통해 구할 수 있다.
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    ⋅⋅ ⋅                             (4-202)

 방정식 (4-202) 양변에 를 곱하여 적분하면,

   
 



⋅⋅
 




⋅⋅

⋅⋅             (4-203)

와 같고, 여기서 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이므로

    


 




⋅


 




⋅⋅

                                                (4-204)

와 같이 정리되어, 계수를 구할 수 있다. 다시 방정식 (4-202)식 양변에 을 곱하

여 적분하면,

   
 



⋅⋅
 



⋅⋅⋅⋅ ⋅
             (4-205)

과 같이 정리되며, 직교관계식에 의해 
 



⋅⋅⋅  이 되면,

    


 




⋅






⋅⋅⋅

                                            (4-206)

와 같이 계수를 구할 수 있다. 또한, 방정식 (4-202)식 양변을 제곱하여 직교관계

식을 적용하여  계수를 구할 수 있다.

   



 



⋅⋅ ⋅ 
⋅


 




⋅

                              (4-207)

      ( : 정규화식의 크기를 만족시키는 상수)

 (4-204),(4-206) 및 (4-207)에서 구한 계수들을 방정식 (4-202)식에 대입하면 3차

모드 파형함수를 구할 수 있다.

4차 이상 모드함수는 (4-196)식 일반화 함수를 이용하여 모드에 필요한 계수와 다

항식을 구할 수 있다.
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 제 2 절 파형가정함수별 고유진동수 계산

   1. Beam 파형함수 계산조건

  제 1 절에서 정의된 경계조건별 Single Beam에 대한 파형함수들에 대해 Table 

4.2.에 나타내었고, 고유진동수 계산을 위한 Beam 형상 및 물성치 등에 대해서는 

Table 4.3.에 나타내었다.

Table 4.2. Wave Function of Single Beam

양단 경계조건 파형함수 Remark

C-C     CC

C-S
    CS1

   CS2

C-F

    CF1

   CF2

 CF3

 CF4

S-C
     SC1

    SC2

S-S

    SS1

   SS2

     SS3

   SS4

 * C : Clamp , S : Simple , F : Free
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Table 4.3. Properties & cross section of Single Beam

분류 Properties Cross section

Density [kg/m^3] 7850

Length [m]
1 , 2 , 3 , 4, 

…… , 8 , 9

Area [m^2] 0.1

Young`s modulus [N/m^2] 2.1e11

Moment of inertia [m^4] 3.33e-4
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   2. 고유진동수 계산 결과

  경계조건 유형별로 정의된 파형함수에 대해 다음과 같이 Natural Frequency 계

산결과를 정리하였으며, 계산된 결과는 신뢰성 검증을 위해 FEA 결과와 비교하였

다. 그 결과에 대해 Table 4.4.부터 7까지 정리하여 나타내었다.

 Table 4.4. Comparison Natural Frequency of C-C Boundary Condition

길이

(m)
차수

CC_FEA

(Hz)

CC_ANA

(Hz)

Error

Ratio(%)

2

1 249.8 265.8 6.0

2 644.3 732.8 12.1

3 1170.5 1436.8 18.5

3

1 114.9 118.1 2.7

2 306.8 325.7 5.8

3 578.6 638.6 9.4

4

1 65.4 66.5 1.7

2 177.0 183.2 3.4

3 339.0 359.2 5.6

5

1 42.1 42.5 0.9

2 114.6 117.2 2.2

3 221.2 229.9 3.8

6

1 29.3 29.5 0.7

2 80.1 81.4 1.6

3 155.4 159.6 2.6

7

1 21.6 21.7 0.5

2 59.1 59.8 1.2

3 115.0 117.3 2.0

8

1 16.5 16.6 0.6

2 45.4 45.8 0.9

3 88.4 89.8 1.6

9

1 13.1 13.1 0.0

2 35.9 36.2 0.8

3 70.1 71.0 1.3
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 Table 4.5. Comparison Natural Frequency of C-S Boundary Condition

길이

(m)
차수

CS_FEA

(Hz)

CS1_ANA

(Hz)

CS2_ANA

(Hz)

Error

Ratio(%)

2

1 176.9 183.1 183.2 3.4

2 544.0 593.6 593.7 8.4

3 1060.3 1238.0 1238.6 14.4

3

1 80.2 81.4 81.4 1.5

2 253.6 263.8 263.8 3.9

3 511.8 550.2 550.5 7.0

4

1 40.4 45.8 45.8 11.8

2 145.1 148.4 148.4 2.2

3 296.9 309.5 309.7 1.4

5

1 29.1 29.3 29.3 0.7

2 93.6 95.0 95.0 1.5

3 192.7 198.1 198.2 2.8

6

1 20.3 20.3 20.4 0.2

2 65.3 66.0 66.0 1.1

3 135.0 137.6 137.6 1.9

7

1 14.9 14.9 15.0 0.3

2 48.1 48.5 48.5 0.8

3 100.0 101.1 101.1 1.1

8

1 11.4 11.4 11.4 0

2 36.9 37.1 37.1 0.5

3 76.6 77.4 77.4 1.0

9

1 9.0 9.0 9.0 0

2 29.2 29.3 29.3 0.3

3 60.6 61.1 61.2 0.9
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 Table 4.6. Comparison Natural Frequency of C-F Boundary Condition

길이

(m)
차수

CF_FEA

(Hz)

CF1_ANA

(Hz)

CF2_ANA

(Hz)

CF3_ANA

(Hz)

CF4_ANA

(Hz)

Error

Ratio

(%)

2

1 41.5 41.8 41.8 41.8 41.8 0.7

2 250.3 261.8 261.8 261.8 261.8 4.4

3 646.4 734.0 733.1 733.1 733.1 11.9

3

1 18.5 18.6 18.6 18.6 18.6 0.5

2 114.1 116.4 116.4 116.4 116.4 2.0

3 311.3 326.2 325.8 325.8 325.8 4.5

4

1 10.4 10.4 10.4 10.4 10.4 0

2 64.7 65.5 65.5 65.5 65.5 1.2

3 178.6 183.5 183.3 183.3 183.3 2.6

5

1 6.7 6.7 6.7 6.7 6.7 0

2 41.6 41.9 41.9 41.9 41.9 0.7

3 115.3 117.4 117.3 117.3 117.3 1.7

6

1 4.6 4.6 4.6 4.6 4.6 0

2 28.9 29.1 29.1 29.1 29.1 0.7

3 80.5 81.6 81.5 81.5 81.5 1.3

7

1 3.4 3.4 3.4 3.4 3.4 0

2 21.3 21.4 21.4 21.4 21.4 0.5

3 59.3 59.9 59.8 59.8 59.8 0.9

8

1 2.6 2.6 2.6 2.6 2.6 0

2 13.3 16.4 16.4 16.4 16.4 18.9

3 45.5 45.9 45.8 45.8 45.8 0.7

9

1 2.1 2.1 2.1 2.1 2.1 0

2 12.9 12.9 12.9 12.9 12.9 0

3 36.0 36.2 36.2 36.2 36.2 0.6
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 Table 4.7. Comparison Natural Frequency of S-S Boundary Condition

길이

(m)
차수

SS_FEA

(Hz)

SS1_ANA

(Hz)

SS2_ANA

(Hz)

SS3_ANA

(Hz)

Error

Ratio

(%)

2

1 115.8 117.3 117.3 99.8 1.3

2 446.0 469.1 469.1 469.1 4.9

3 947.5 1055.4 1055.4 1057.0 10.2

3

1 51.8 52.2 52.2 44.4 0.8

2 203.9 208.5 208.5 208.5 2.2

3 446.6 469.1 469.1 469.8 4.8

4

1 29.2 29.3 29.3 24.9 0.3

2 115.8 117.3 117.3 117.3 1.3

3 256.5 263.8 263.8 264.3 2.8

5

1 18.7 18.8 18.8 16.0 0.5

2 74.4 75.1 75.1 75.1 0.9

3 165.8 168.9 168.9 169.1 1.8

6

1 13.0 13.0 13.0 11.1 0

2 51.8 52.1 52.1 52.1 0.6

3 115.8 117.3 117.3 117.4 1.3

7

1 9.6 9.6 9.6 8.1 0

2 38.1 38.3 38.3 38.3 0.5

3 85.4 86.2 86.2 86.3 0.9

8

1 7.3 7.3 7.3 6.2 0

2 29.2 29.3 29.3 29.3 0.3

3 65.5 66.0 66.0 66.1 0.8

9

1 5.8 5.8 5.8 4.9 0

2 23.1 23.2 23.2 23.2 0.4

3 51.8 52.1 52.1 52.2 0.6
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Figure 4.1. Comparison of 1st Natural Frequency

Figure 4.2. Comparison of 2nd Natural Frequency
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Figure 4.3. Comparison of 3rd Natural Frequency

 본 장에서는 Connected Beam Structure의 기본이 되는 Single Beam에 대한 진동특

성을 분석하기 위하여, Single Beam에 다양한 유형의 양단 경계조건을 부여하고, 

길이별 (2부터 9까지) 해석을 수행하였다. 이를 통해 다음과 같이 Single Beam에 

대한 특성을 확인할 수 있었다.

 Table 4.4.부터 7.까지는 양단 경계조건별로 고유진동수 해석 결과를 정리하였고, 

Figure 4.1.부터 4.3.까지는 차수별로 경계조건 고유진동수 해석 결과를 길이별로 

비교하였다. 이들의 결과를 통해 다음과 같은 사항을 확인할 수 있었다. 

 첫째, Single Beam의 고유진동수는 길이와 경계조건에 상관없이 차수가 증가함에 

따라 증가하고, 길이가 증가하면서 고유진동수는 감소한다.

 둘째, 동일 양단경계조건에서 Natural Boundary Condition에 따라 파형함수의 형

태의 차이가 있지만, 고유진동수 결과는 같다. 이는 Geometric Boundary Condition

인 변위와 경사각에 비해, Natural Boundary Condition인 모멘트와 전단력이 결과

에 미치는 영향은 없다고 판단할 수 있다. 특히, 전단력은 Euler Beam에서는 고려 

대상이 아니기 때문에 영향이 없다고 가정할 수 있다.
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 셋째, Figure 4.1.부터 4.3.까지의 비교 그래프에서 보면 진동의 차수가 증가하

고, 길이가 증가하면서 고유진동수가 수렴하고 있는 것을 볼 수 있다. 이는 경계조

건에 의한 영향이 고차로 갈수록, 그리고 길이가 길어질수록 차츰 감소하고 있다고 

볼 수 있다.

 본 데이터 정리에서 단면적 vs 길이의 비가 1인 결과는 제외하였다. 이유는 앞서 

2장 Beam Theory에서도 언급하였듯이 Euler Beam은 단면적에 비해 길이가 긴 Beam 

에 대해 적용되는 이론이며, 단면적 vs 길이의 비가 1인 Beam의 경우 Euler Beam  

방정식을 적용하여 해석할 경우 FEA 결과보다 높게 나타난다. 이처럼 단면적 vs 길

이의 비가 1인 경우나 고차의 경우는 Timoshenko Beam 이론을 적용하는 것이 바람

직하다.
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제 5 장 ㄱ Shape Connected Structure

 제 1 절 파형함수를 이용한 고유진동수 계산

   1. 고유진동수 계산을 위한 모드합성법

  실제 Structure의 경우 Simple Beam 이나 Simple Plate로 이루어진 경우는 드물

고 많은 경우 Connected Structure로 되어있다. Connected Structure의 고유진동수 

계산을 위해서는 연결 부위에 대한 구속조건의 적절한 보정이 필요하고, 자유도계 

증가로 인한 계산 성능의 저하를 가져오게 된다.

 따라서, 복잡한 Connected Structure의 해석을 위해 전체 Structure의 연결부에서 

연속 조건을 만족시키는 부분모드 합성법[53]을 이용하고자 한다.

Figure 5.1. The configuration of connected structure 

  Figure 5.1. 과 같은 'ㄱ' Shape Connected Structure의 수평 부재를   , 

수직 부재를   라하고 두 부재의 파형함수는 아래와 같이 고정과 단순 등의 

두가지 지지 조건의 조합된 함수로 정의한다.

   
  



                                      (5-1)

   
  



                                        (5-2)
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여기서,  는 일반 좌표계이다. 

이 두 식은 다음과 같은 Slope, Moment 등에 대한 연속조건을 만족시켜야 한다.

[ Slope Continuity ]



′ 


′ 
                                                         (5-3)




′    ′   


′    ′                         (5-4)

 


′
′

⋅   ′
′

⋅   ′
′

⋅   ′
′  

⋅         (5-5)

[ Moment Continuity ] 





″ 





″ 
                                                     (5-6)






″    ″   





″    ″                          (5-7)

 



″ 
″ 

⋅″ 
″

⋅  ″ 
″ 

⋅″ 
″ 

⋅                (5-8)

 위 식에서 보는 바와 같이 경사각에 대한 연속조건은 단순지지 조건을 만족시키는 

q 자유도계만 관여하고, 고정지지 경계조건은 p자유도계만 관여함을 알 수 있다. 

이런 관계를 행렬로 표현하면 확실히 알 수 있다.

 또한, 부분모드 합성법을 이용함으로써 연결지점에서 2(m+n) 개의 좌표계를 

2(m+n-1)개로 축약시켰다.

 연결부위의 경사각과 모멘트 연속조건에 의해 생성된 (5-9)식을 다음에 언급할 

(5-24)식에 대입함으로써 일반화 좌표계만큼의 고유진동수를 얻을 수 있다.
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(5-9)

 



- 81 -

   2. 에너지 산식

  일반적으로 파형가정함수를 이용한 고전적 근사해법에 의한 진동 해석을 위해서

는 해석 대상계의 탄성에너지 및 운동에너지 산식이 필요하다. 본 연구에서는 연결

구조에 대한 진동해석 정식화 방법에 대한 유용성을 확인하기 위해 Euler Beam 함

수 성질을 갖는 다항식을 파형가정함수로 정의하였다. 

 Euler Beam함수 성질을 이용한 파형가정함수는 제4장에서 정의하였다.

- 고정-고정 경계조건의 파형가정함수 ()

    




⋅                                               (5-10)

는 일반화 좌표, 직교 관계를 고려한 운동에너지는 다음과 같다.

     







                                                (5-11)

     








⋅






⋅ ⋅                          (5-12)

 , 일반화 질량은

     ⋅




⋅ ⋅                                        (5-13)

무차원 길이 좌표 


 를 사용하면,

     ⋅
 



⋅ ⋅


                                      (5-14)

     


⋅

 



⋅ ⋅                                      (5-15)

탄성에너지는

     


⋅⋅





′′ ⋅                                         (5-16)

     








⋅ ⋅




′′⋅′′ ⋅                      (5-17)

일반화 강성은,
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    ⋅




′′⋅′′ ⋅                                       (5-18)

    ⋅
 






⋅′′⋅



⋅′′ ⋅


⋅                           (5-19)

    



⋅

 



′′⋅′′ ⋅                                     (5-20)

여기서, 는 Beam의 질량밀도, A는 보강재의 단면적, L은 보강재의 길이이며 EI는 

보강재의 굽힘 강성을 나타낸다.

위의 수식을 보존계에 대한 Lagrange 운동 방정식에 대입함으로써 Beam에 대한 M, 

K 비감쇠 운동 방정식을 얻을 수 있다.

   
 

 





                                                (5-21)

   







                                           (5-22)

matrix (6-9)을 (6-22)식에 적용하면 아래 수식으로 표현 가능하다.

   







                                      (5-23)

   


 ′




 ′                               (5-24)

Fig.7에서  과  사이에 연성은 없으므로 질량 및 강성 행렬은 아래와 같은 

형태를 갖는다.

    



 


 

 
 ,  




 


 

 

 :    질량             :   질량

   :    강성              :   강성

Fig.7의 연결 Structure 전체 질량 행렬과 강성 행렬은 아래처럼 표현할 수 있다   
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 위에서 나열한 행렬값들을 식(6-24)에 대입함으로써 비감쇠 운동방정식으로부터 

Connected Beam Structure의 고유진동수를 얻을 수 있다.

 
  

 ⋯  ⋯

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
⋯ ⋯

 ⋯  ⋯

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯  ⋯

(5-25)

 
  

 ⋯  ⋯

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯  ⋯

 ⋯  ⋯

⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯  ⋯

(5-26)

 



  
″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″
″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″

(5-27)

 



  
″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″⋯″″ ″″⋯″″
″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″

(5-28)
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   3. 파형함수를 이용한 ‘ㄱ’ Shape Connected Structure 고유진동수 

계산

  Connected Structure의 대한 진동해석 정식화 방법에 대한 유용성 검증을 위해 

먼저 Euler Beam 함수 성질을 갖는 다항식을 파형함수로 정의하여 고유진동수를 계

산하였으며, 계산 결과와 유한요소법 해석 결과를 비교 / 검토하였다. 

 계산방법의 유용성을 검증하기 위하여 사용된 ‘ㄱ’ Shape Connected Structure 

형상 및 특성치를 Table 5.2.에 나타내었다.

Table 5.1. Wave Function of ㄱ Shape Connected Structure

Category Fundamental Mode Function
연결부

연속조건

Case 1
Fix-Fix 4차 방정식    

Slope

Moment

Fix-Simple 4차 방정식     

Case 2
Fix-Fix 4차 방정식    

Fix-Simple 3차 방정식   

Case 3
Fix-Fix 4차 방정식    

Slope
Fix-Simple 4차 방정식     

Case 4
Fix-Fix 4차 방정식    

Fix-Simple 3차 방정식   

Table 5.2. Properties & cross section of ㄱ Shape Connected Structure

Category Properties Cross section

Density [kg/m^3] 7850

Length [m]
from 1 : 9 

to 9 : 1

Area [m^2] 0.1

Young`s modulus [N/m^2] 2.1e11

Moment of inertia [m^4] 3.33e-4
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Table 5.3. Comparison Natural Frequency of ㄱ Shape Connected Structure

길이비(m)

(LA : LB)
차수 FEA Case_1 Case_2 Case_3 Case_4

Error

Ratio

(%)

1 : 9

1 12.3 13.6 13.6 13.0 13.0 9.6

2 34.0 37.8 37.8 36.2 36.2 10.1

3 66.0 47.0 47.0 47.0 47.0 -40.4

2 : 8

1 15.0 17.2 17.2 16.5 16.5 12.8

2 41.7 47.4 47.4 45.6 45.6 12.0

3 81.9 91.8 91.8 89.4 89.4 10.8

3 : 7

1 18.8 21.5 21.5 20.9 20.9 12.6

2 52.1 58.3 58.3 57.2 57.2 10.6

3 89.3 85.9 85.9 85.4 85.4 -4.0

4 : 6

1 24.1 26.3 26.3 26.1 26.1 8.4

2 54.6 51.0 51.0 50.8 50.8 -7.1

3 75.3 79.9 79.9 79.2 79.2 5.8

5 : 5

1 29.1 29.4 29.4 29.4 29.4 1.0

2 41.9 42.6 42.6 42.6 42.6 1.6

3 92.9 95.3 95.3 95.3 95.3 2.5

6 ; 4

1 24.1 26.2 26.2 26.1 26.1 8.0

2 54.6 51.0 51.0 50.8 50.8 -7.1

3 75.2 79.9 79.9 79.2 79.2 5.9

7 : 3

1 18.8 21.5 21.5 20.9 20.9 12.6

2 52.1 58.3 58.3 57.2 57.2 10.6

3 89.3 85.9 85.9 85.4 85.4 -4.0

8 : 2

1 15.0 17.2 17.2 16.5 16.5 12.8

2 41.7 47.4 47.4 45.6 45.6 12.0

3 81.9 91.8 91.8 89.4 89.4 10.8

9 : 1

1 12.3 13.6 13.6 13.0 13.0 9.6

2 34.0 37.8 37.8 36.2 36.2 10.1

3 66.6 47.0 47.0 47.0 47.0 -41.7
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Table 5.4. Comparison mode shape of ‘ㄱ Shape Connected Structure
          (LA : LB = 5m : 5m)

구분 1차 2차 3차

FEA

Case_1
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 Table 5.3.에 ㄱ’ Shape Connected Structure 에 대한 정식화 계산결과와 FEA 

결과를 정리하였고, Table 5.4.에는 Mode Shape을 비교하였다.

 정식화에 의한 고유진동수 계산결과를 Table 5.3.에서 보면 부재길이가 단면적에 

비해 크고, 수평부재 vs 수직부재의 길이 차이가 작을수록 오차가 작게 나타났다. 

또한, 단면적 vs 부재길이의 비가 유사하고, 고차일수록 오차가 크게 나타났다.

 길이가 긴 부재 일수록 Euler Beam의 성질이 잘 반영되어 오차율이 적게 나타나고 

있음을 알 수 있으며, 이는 길이에 의한 강성의 영향과 전단변형 효과가 줄어들어 

나타나는 것이라고 판단된다. Single Beam의 진동특성 분석을 보면, 고정-고정 경

계조건에서 길이가 짧을수록 고유진동수가 높게 나타나는 것에서 알 수 있다.

 Mode shape의 형상을 보면 저차에서는 FEM 결과와 유사하지만, 고차로 진행할수록 

상이한 모습을 보여주는데, 이는 연결부위에서 FEM과 정식화 계산과의 구속조건 차

이와 저차모드에 관심을 두고 정의한 파형함수의 차수에 의한 영향으로 판단된다. 

하지만, 관심 대상 Connected Structure 의 고유진동수와 모드는 FEM 결과와 유사

하다는 점에서 유용한 계산 방법이라 판단된다.

 또한, Natural Boundary Condition 조건에 따른 고정-단순 경계조건에서의 파형함

수 유형을 4차 함수 조건과 3차 함수 조건으로 각각 적용하여 계산하였으나, 

Simple Beam에서의 결과와 같이 두 조건에서 동일한 값이 도출되었다. 본 연구에서 

자유단 경계조건을 갖는 L Shape Connected Beam에 대한 파형함수 정의를 위해 다

양한 형태의 파형함수에 대해 Single Beam에서 도출하였으나, 앞선 Single Beam에

서의 계산 결과와 본 장에서의 계산 결과를 미루어 동일한 경계조건에서의 파형함

수는 Natural Boundary Condition의 조건에 의해 파형함수 유형이 다르더라도 유사

한 계산 결과를 나타낼 것으로 판단된다.
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제 6 장 L Shape Connected Structure

 제 1 절 파형함수를 이용한 고유진동수 계산

   1. 고유진동수 계산을 위한 모드합성법

  Figure 6.1. 같은 L Shape Connected Structure의 해석을 위해 5장의 ㄱ  Shape 

Connected Structure에 대한 고유진동수 계산과 동일하게, 전체 Structure의 연결

부에서 연속 조건을 만족시키는 부분모드 합성법[24]을 이용하고자 한다.

Figure 6.1. The configuration of connected Structure

  Figure 6.1. 과 같은  L Shape Connected Structure의 수평 부재를   , 수

직 부재를   라 하고 두 부재의 파형함수는 아래와 같이 고정-단순 경계조건

과 고정-자유 경계조건 등 두가지 지지 조건의 조합된 함수로 정의한다.

   
  



                                         (6-1)

   
  



                                           (6-2)

여기서,  는 일반 좌표계이다. 또한,    는 각각 변위 
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및 회전에 대한 변수이며, x방향에 대한 변위는 이다.

이 두 식은 다음과 같은 경사각과 변위에 대한 연속조건을 만족시켜야 한다.

[ Slope Continuity ]



 ′ 


 ′
                                                     (6-3)




′    ′      


′   ′            (6-4)

 


′
′

⋅  ′
′

⋅   ′


⋅ 

 ′
′

⋅   ′
′  

⋅   

                (6-5)

[ Displacement Continuity ] 



  
                                                          (6-6)




                                            (6-7)

                                                                  (6-8)

 부분모드 합성법을 이용함으로써 연결지점에서 2m+2n 개의 좌표계를 2m+2n-2개로 

축약시켰다. 











⋮
 



⋮













=  
 ⋯   ⋯  
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱⋮⋮
 ⋯   ⋯  
 ⋯   ⋯  
⋮ ⋱ ⋮  ⋱  







⋯











⋯  

 ⋯   ⋯  











⋮
 


⋮











(6-9)
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   2. 에너지 산식

  일반적으로 파형가정함수를 이용한 고전적 근사해법에 의한 진동 해석을 위해서

는 해석 대상계의 탄성에너지 및 운동에너지 산식이 필요하다.  L Shape Connected 

Structure의 진동해석을 위해 ㄱ Shape Connected Structure과 동일한 방법을 이용

하였다.

- 고정-단순 경계조건의 파형가정함수 ()

 




⋅                                                  (6-10)

는 일반화 좌표, 직교 관계를 고려한 운동에너지는 다음과 같다.

  







                                                   (6-11)

  








⋅






⋅ ⋅                              (6-12)

 , 일반화 질량은

  ⋅




⋅ ⋅                                           (6-13)

무차원 길이 좌표 


 를 사용하면,

  ⋅
 



⋅ ⋅


                                         (6-14)

  


⋅

 



⋅ ⋅                                          (6-15)

탄성에너지는

  


⋅⋅





′′ ⋅                                            (6-16)

  








⋅ ⋅




′′⋅′′ ⋅                         (6-17)

일반화 강성은,

 ⋅




′′⋅′′ ⋅                                          (6-18)



- 91 -

 ⋅
 






⋅′′⋅



⋅′′ ⋅


⋅                             (6-19)

  



⋅

 



′′⋅′′ ⋅                                      (6-20)

여기서, 는 Beam의 질량밀도, A는 보강재의 단면적, L은 보강재의 길이이며 EI는 

보강재의 굽힘 강성을 나타낸다.

위의 수식을 보존계에 대한 Lagrange 운동 방정식에 대입함으로써 Beam에 대한 M, 

K 비감쇠 운동방정식을 얻을 수 있다.



 

 





                                                   (6-21)









                                              (6-22)

matrix (6-9)을 (6-22)식에 적용하면 아래 수식으로 표현 가능하다.









                                         (6-23)




 ′




 ′                                  (6-24)

Figure 6.1에서  과  사이에 연성은 없으므로 질량 및 강성 행렬은 아래와 

같은 형태를 갖는다.

 



 


 

 
 ,  




 


 

 

 :    질량             :   질량

   :    강성              :   강성

Figure 6.1  L Shape Connected Structure 전체 질량 행렬과 강성 행렬은 아래처럼 

표현할 수 있다   
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 
  

 ⋯  ⋯
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯ ⋯
 ⋯  ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯  ⋯

(6-25)

 

 위에서 나열한 행렬값들을 식(6-24)에 대입함으로써 비감쇠 운동방정식으로부터  

L Shape Connected Structure의 고유진동수를 얻을 수 있다.

 
  

 ⋯  ⋯
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
⋯  ⋯
 ⋯  ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯  ⋯

(6-26)

 



  
″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″
″″ ⋯″″ ″″ ⋯ ″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″

(6-27)

 



  
″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″⋯″″ ″″⋯″″
″″ ⋯″″ ″″ ⋯ ″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″

(6-28)
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   3. 파형함수를 이용한 ‘L’Shape Connected Structure 고유진

동수 계산

   L Shape Connected Structure의 대한 진동해석 정식화 방법에 대한 유용성 검증

을 위해 먼저 Euler Beam 함수 성질을 갖는 다항식을 파형함수로 정의하여 고유진

동수를 계산하였으며, 계산 결과와 유한요소법 해석 결과를 비교 / 검토하였다.

Table 6.1. Wave Function of  L Shape Connected Structure

Category Fundamental Mode Function
연결부

연속조건

Case 1
Fix-Simple 4차 방정식      , (변위)

Slope,

Displacement

Fix-Free 4차 방정식     , (회전)

Case 2
Fix-Simple 3차 방정식    , (변위)

Fix-Free 4차 방정식     , (회전)

Table 6.2.  Properties & cross section of  L Shape Connected Structure

Category Properties Cross section

Density [kg/m^3] 7850

Length [m] 5

Area [m^2] 0.1

Young`s modulus [N/m^2] 2.1e11

Moment of inertia [m^4] 3.33e-4
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Table 6.3. Comparison Natural Frequency of  L Shape Connected Structure

길이비(m)

(LA : LB)
차수 FEA Case_1 Case_2

Error

Ratio(%)

1 : 9

1 1.7 2.1 2.1 19.0

2 11.1 13.3 13.3 16.5

3 28.0 74.1 74.1 62.2

2 : 8

1 1.8 2.5 2.5 28.0

2 10.7 15.6 15.6 62.2

3 17.3 20.2 20.2 28.0

3 : 7

1 2.0 2.9 2.9 31.0

2 7.8 9.0 9.0 13.3

3 18.9 21.5 21.5 12.1

4 : 6

1 2.2 2.8 2.8 21.4

2 6.3 6.6 6.6 4.5

3 23.9 26.1 26.1 8.4

5 : 5

1 2.2 2.2 2.2 0

2 6.1 6.1 6.1 0

3 29.8 30.1 30.1 1.0

6 ; 4

1 2.1 1.7 1.7 -23.5

2 7.0 5.7 5.7 -22.8

3 26.9 28.2 28.2 4.6

7 : 3

1 2.0 1.3 1.3 -53.8

2 9.1 5.2 5.2 -75.0

3 23.0 22.9 22.9 -0.4

8 : 2

1 1.8 1.1 1.1 -63.6

2 11.3 5.0 5.0 -126.0

3 25.1 18.4 18.4 -36.4

9 : 1

1 1.7 0.9 0.9 -88.9

2 11.1 5.4 5.4 -105.6

3 30.8 15.4 15.4 -100.0
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(a) 1st

(b) 2nd
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(3) 3rd

Table 6.4. Comparison Natural Frequency of  L Shape Connected Structure 

 Table 6.3.에 ㄱ형 Connected Beam에 대한 정식화 계산결과와 FEA 결과를 정리하

였고, Table 6.4는 비교 그래프를 나타내었다.

 정식화에 의한 고유진동수 계산결과 수평부재와 수직부재의 길이가 동일한 조건을 

제외하고는, 오차율이 매우 크게 나타나고 있어‘ㄱ’Shape Connected Structure 

에 비해 데이터 신뢰도가 매우 낮음을 알 수 있다.

 설계단계에서 파형함수를 이용한 진동특성을 해석하기 위해서는 전 구간에 걸쳐 

신뢰성 있는 데이터가 도출되어야 하지만, 본 장에서 살펴본 바와 같이 ‘L’Shape 

Connected Structure는 그러하지 못하고 있다. 이는 끝단이 자유 경계조건을 갖는 

수직부재에 대한 파형 정의에 어려움이 있어 발생한 것이라 판단된다.

 수직부재에 대한 추가적인 파형 정의를 위하여 고정 경계조건을 갖는 Beam에 대해

서 반대쪽에 대한 경계조건을 각각 전단, 모멘트 의 경계 조건을 부여하여 파형함

수를 다음과 같이 정의하여 보았다. (이는 추가적인 파형을 검토하기 위한 경계조

건으로써 각각 고정-전단, 고정-모멘트 경계조건이라고 정한다.) 

  경계조건의 함수를 라 정의하고, 양단에 다음의 경계조건을 적용하여, 기본 

파형함수를 구하였다. 해당 파형함수에 부여되는 경계조건은 3개로 기본함수는 3차 

함수에서 시작하게 된다.
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 먼저 고정-전단 경계조건에 대한 파형함수를 정의하면 다음과 같다.

 · 기본함수 

        


                ( ≦ ≦  )                    (6-29)

 · 양단 경계조건 

BC GBC NBC

고정-전단

(C-SF)

 

′ 
″ 

* C-SF : Clamp-Shear Force

  양단 경계조건을 기본함수 (6-29)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식을 

구하면 아래와 같다.

     →     
   ′  →              
   ″ →    

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,  를 기본함수 (6-29)식에 대입하면,

     

                                                         (6-30)

와 같이 고정-전단 경계조건에 대한 파형함수가 정리되어, 고정-자유 경계조건 3차 

방정식 제 1 파형함수 (4-66)식과 같은 파형함수가 된다.

 또한, 고정-모멘트 경계조건에 대한 파형함수를 정의하면 다음과 같다. 
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 · 기본함수

        


                ( ≦ ≦  )                             (6-31)

 · 양단 경계조건

양단경계조건 GBC NBC

고정-모멘트

(C-M)

 

′ 
″′ 

* C-M : Clamp-Moment

  양단 경계조건을 기본함수 (6-31)에 대입하여 계수 값을 구하기 위한 방정식

을 구하면 아래와 같다.

     →   
   ′ →  

   ″′  →   

 상기 방정식을 정리하여 얻은 계수,    를 기본함수 (6-31)식에 대입하면

                                                               (6-32)

와 같이 고정-모멘트 경계조건에서의 기본 파형함수를 생성할 수 있다. 이는 고정

-자유 경계조건 3차 방정식 제 2 파형함수 (4-81)식과 같은 파형함수가 된다.

  수직부재의 자유단 경계조건에 대한 다양한 파형 정의를 위해 전단 및 모멘트 경

계조건에 대해 임의의 파형함수를 추정하였으나, 이는 고정-자유 경계조건 파형함

수의 Natural Boundary Condition 조건에 따른 함수조건과 동일한 함수가 도출됨에 

따라 이를 적용한 계산이 불필요하다 판단하였다.

 이처럼, 자유 경계조건에 대한 파형정의를 위해 다양한 유형의 함수 조건을 도입

하여 계산하였으나, ‘L’Shape Connected Structure의 전영역에 대한 고유진동수 
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추정에 어려움이 있음을 확인하였다. 2절에서는 이러한 문제점을 해결하기 위해, 

Beam의 Mode Shape을 고려하지 않은 단순 수학적 방정식을 도입하였다.
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 제 2 절 수학적 함수를 이용한 고유진동수 계산

   1. 고유진동수 계산

  Figure 6.2. 같은‘L’Shape Connected Structure의 해석을 위해 파형함수를 이

용한 계산은 수평부재와 수직부재가 동일한 길이를 갖는 경우의 고유진동수만이 

FEA 결과와의 비교에서 신뢰성을 얻었다. 고유진동 해석에 있어서 특정 조건에서의 

결과에 대해서만 신뢰성이 있는 것은 고유진동수 검토를 위한 방법으로 옳지 않다

고 판단하였다. 본 절에서는 이의 해결을 위해 단순 수학적 방정식 모델을 이용하

여, Connected Structure의 Mode Shape을 배제하고 특성치만을 고려하여 계산하였

다.

Figure 6.2. The configuration of connected structure

  Figure 6.2. 같은 ‘L’Shape Connected Structure의 수평 부재를     , 

수직 부재를     라하고 두 부재의 파형함수는 아래와 같이 조합된 함수로 

정의한다.

    
  



                                            (6-29) 

         
  



                                         (6-30)
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여기서,   는 일반 좌표계이고,   는 연결점에서의 변위 이다.

이 두 식은 다음과 같은 경사각과 변위에 대한 연속조건을 만족시켜야 한다.

[ Slope Continuity ]

   ∙                                                  (6-31)

  

   


                                              (6-32)

  



  



  


   ⋯⋯⋯                                 (6-33)

[ Displacement Continuity ] 

′ ′                                              (6-34)
                                                        (6-35)

  
 



       ⋯⋯⋯                   (6-36)

 부분모드 합성법을 이용함으로써 연결지점에서 2m+2n 개의 좌표계를 2m+2n-2개로 

축약시켰다. 연결부위의 경사각과 변위 연속조건에 의해 생성된 (6-37)식을 다음에 

언급할 (6-52)식에 대입함으로써 일반화 좌표계만큼의 고유진동수를 얻을 수 있다.











⋮



⋮












=  
 ⋯   ⋯  
⋮⋱ ⋮ ⋮⋱⋮⋮
 ⋯   ⋯  
 ⋯  ⋯  
 ⋯   ⋯  
⋮⋱ ⋮  ⋱  
 ⋯   ⋯  




⋯ 


 ⋯  











⋮


⋮












(6-37)
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   2. 에너지 산식

 수평부재 (WA)와 수직부재(WB)에 대한 함수를

    
  



                                               (6-38)

      
  



                                          (6-39)

로 정의한다.

여기서,    는   


   


 으로 무차원화하고, 수평부재는 2차 방정

식, 수평부재는 1차 방정석으로 가정하면, (6-38)식과 (6-39)식의 함수부분은 다음

과 같이 재정의할 수 있다.

 
  



  
  



   

 
  



  
  



  

이를 이용하여, 일반화 질량은 다음과 같이 계산된다.

    

 






⋅ 

 






    

 






    

                                       (6-40)

    

 






⋅ 

 






 

 






    

 


  



                                       (6-41)
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     








 


 
 

                                                  (6-42)

 (   


   


 )

일반화 강성은 다음과 같다.

    


⋅




′′⋅′′ ⋅                                      (6-43)

 



 




″⋅″ 


 




         

 




    

                                  (6-44)

 








″⋅″ 







        






   




  

   

                                  (6-45)

     (  






)

여기서, 는 Beam의 질량밀도, A는 Beam의 단면적, L은 Beam의 길이이며, EI는 

Beam의 굽힘 강성을 나타낸다.

위의 수식을 Lagrange 운동 방정식에 대입함으로써 Beam에 대한 M, K 비감쇠 운동 

방정식을 얻을 수 있다.

   
 

 





                                                (6-46)
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    


                                           (6-47)

matrix (6-9)을 (6-22)식에 적용하면 아래 수식으로 표현 가능하다.

    


                                      (6-48)

     ′


 ′                               (6-49)

Figure 6.5.에서     ,    사이에 연성은 없으므로 질량 및 강성 행렬

은 아래와 같은 형태를 갖는다.

      
  

  

  

 ,    
  

  
  

 :    질량             :   질량

   :    강성              :   강성

Figure 6.5. ‘L’Shape Connected Structure의 전체 질량 행렬과 강성 행렬은 아

래처럼 표현할 수 있다   

 
  

 ⋯  ⋯
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯  ⋯
 ⋯  ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯  ⋯

(6-50)

 
  

 ⋯  ⋯
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯ ⋯
 ⋯  ⋯ 
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
 ⋯  ⋯

(6-51)

 
  (6-52)
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 

  
″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″⋯″″ ″″ ⋯″″
″″ ⋯″″ ″″ ⋯ ″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″

(6-53)

 

  
″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″
″″ ⋯″″ ″″ ⋯ ″″
⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮

″″ ⋯″″ ″″ ⋯″″

(6-54)

 

   (6-55)

 위에서 나열한 행렬값들을 식(6-49)에 대입함으로써 비감쇠 운동방정식으로부터 

‘L’Shape Connected Structure의 고유진동수를 얻을 수 있다.
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3. 수학적 함수을 이용한 ‘L’Shape Connected Structure 고유진

동수 계산

  ‘L’Shape Connected Structure의 대한 진동해석 정식화 방법에 대한 유용성 검

증을 위해 다항식 함수로 정의하여 고유진동수를 계산하였으며, 계산 결과와 유한

요소법 해석 결과를 비교 / 검토 하였다. 

 계산방법의 유용성을 검증하기 위하여 사용된 ‘L’Shape Connected Structure 형

상 및 특성치를 Table 6.6.에 나타내었다.

Table 6.5. Mathematical Function of ‘L’Shape Connected Structure

Category Fundamental Function 연결부 연속조건

case 3
WA  Slope,

DisplacementWB 

Table 6.6. Properties & cross section of ‘L’Shape Connected Structure

Category Properties Cross section

Density [kg/m^3] 7850

Length [m] 5

Area [m^2] 0.1

Young`s modulus [N/m^2] 2.1e11

Moment of inertia [m^4] 3.33e-4
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Table 6.7. Comparison Natural Frequency of ‘L’Shape Connected Structure

길이비(m)

(LA : LB)
차수 FEA case 3

Error

Ratio(%)

1 : 9

1 1.7 1.7 0

2 11.1 10.3 -7.8

3 28.0 30.2 7.3

2 : 8

1 1.8 1.8 0

2 10.7 10.7 0

3 17.3 18.6 7.0

3 : 7

1 2.0 2.0 0

2 7.8 7.9 1.3

3 18.9 22.1 14.5

4 : 6

1 2.2 2.2 0

2 6.3 6.3 0

3 23.9 22.6 -5.8

5 : 5

1 2.2 2.2 0

2 6.1 6.1 0

3 29.8 29.7 -0.3

6 : 4

1 2.1 2.1 0

2 7.0 7.0 0

3 26.9 28.0 3.9

7 : 3

1 2.0 2.0 0

2 9.1 9.1 0

3 23.0 24.1 4.6

8 : 2

1 1.8 1.8 0

2 11.3 11.6 2.6

3 25.1 26.6 5.6

9 : 1

1 1.7 1.7 0

2 11.1 11.5 3.5

3 30.8 37.6 18.1
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Table 6.8. Comparison Natural Frequency of ‘L’Shape Connected Structure

(a) 1st Natural Frequency

(b) 2nd Natural Frequency
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(c) 3rd Natural Frequency

 Table 6.7.에는 ‘L’Shape Connected Structure에 대한 계산결과와 FEA 결과를 

정리하였고, Table 6.8.에는 비교 그래프를 나타내었다.

 여전히 고차에서는 결과가 FEA와 상이하지만, 주관심 영역인 저차에서는 파형함수

를 이용한 고유진동수 계산결과에 비해, 단순 수학적 방정식에 의한 계산 결과는 

전 구간에 걸쳐서 매우 높은 신뢰도를 얻을 수 있었다.

 수학적 모델의 경우 기본 함수와 같이  의 Mode Shape을 나타내게 되며, 이

는 실질적인 Mode Shape과는 많은 차이를 나타내고 있지만 고유진동수 계산만을 검

토할 경우 유용한 계산 방법이라 판단된다.
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제 7 장 계산결과 특성검토 및 토의

Single Beam 파형함수에 대한 고유진동수 계산 결과와 FEA 결과를 Table 7.1.와 

같이 비교하였다. 양단 경계조건에 대해 Geometric Boundary Condition은 

고정하고, Natural Boundary Condition을 다양하게 적용하여 여러 유형의 

파형함수를 정의하고, 이에 대한 계산 결과를 비교하였다.

Table 7.1. Comparison Natural Frequency of Single Beam

(a) C-C Boundary Condition
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(b) C-S Boundary Condition

(c) S-S Boundary Condition
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 * C : Clamp , S : Simple , F : Free

   Beam의 길이 변화에 따른 고유진동수 감소는 길이에 따른 강성의 변화에 따라 

일정한 영향을 미치고 있다. 이로 인해, 파형함수별 고유진동수 값이 상이하지만, 

그래프 모두 길이가 길어짐에 따라 감소하는 일정한 형태의 곡선을 나타내고 있다. 

이는 Beam의 길이가 길어짐에 따라 강성이 고유진동수에 미치는 영향의 감소되어 

나타는 특징이다. 또한, 길이가 길어지면서, 경계조건 유형에 의한 효과가 

작아지고 있음을 알 수 있다. 

  동일한 양단경계조건에서 Natural Boundary Condition의 조건에 따라 파형함수의 

형태가 4차함수부터 2차함수까지 다양하게 나타나지만, 고유진동수 계산 결과는 

동일하게 도출되었다. 이는 Natural Boundary Condition인 Moment 및 Shear Force 

구속조건 등이 Euler Beam에서의 고유진동수 계산에 영향이 없다고 판단할 수 

있다. 이는 Connected Structure 연결부에서의 구속조건을 변경을 통한 계산에서도 

동일한 고유진동수가 계산되어 확인할 수 있다.

 다음으로, ㄱ Shape Connected Structure의 파형함수를 이용한 고유진동수 계산 

결과와 FEA 결과를 비교하여 Table 7.2.에 나타내었다.

(d) C-F Boundary Condition
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Table 7.2. Comparison Natural Frequency of ㄱ Shape Connected Structure

(a) 1st Natural Frequency

(b) 2nd Natural Frequency
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 Single Beam의 진동 특성에서도 알 수 있듯이 차수가 증가면서 고유진동수는 

증가하고 있다. 하지만, 수평부재와 수직부재의 길이 변화에 따른 고유진동수를 

살펴보면, 저차에서 수직부재/수평부재의 비 (혹은 수평부재/수직부재의 비)가 1에 

가까울수록 고유진동수가 증가하고 있다. 이는 길이 변화에 따른 강성의 변화가 

미치는 영향으로 판단된다. 

ㄱ Shape Connected Structure의 경우 양단이 고정된 조건의 특성에 의해 

연결지점에서의 경계조건 기여도를 반영한 파형함수를 정의할 수 있었으며, Table 

7.2.에서 알 수 있듯이 전구간에 걸쳐 FEA 결과와 비교하여, 신뢰성 있는 계산 

결과를 얻을 수 있었다. 이는 양단이 고정된 Connected Structure의 경우 파형함수 

정의를 통한 공진 검토가 유용한 방법임을 판단할 수 있다.

(c) 3rd Natural Frequency
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 L Shape Connected Structure의 파형함수 및 수학 방정식를 이용한 고유진동수 

계산 결과와 FEA 결과를 비교하여 Table 7.3.에서 비교하였다. 

Table 7.3. Comparison Natural Frequency of L Shape Connected Structure

 비교 결과에서 알 수 있듯이 L Shape Connected Structure의 경우는 양단이 고정

되어 있는 ㄱ Shape Connected Structure와는 달리 자유 경계조건을 갖는 수직부재

의 영향에 의해 연결 부위에서의 경계조건 기여도를 반영한 Mode Shape에 대해 파

형함수로 특정하기 어려운 점이 있다. 이로 인해서 파형함수를 이용한 진동 계산의 

경우 특정 부분(수평부재와 수직부재의 길이가 동일한 경우)에서만 FEA와 비교하여 

신뢰성 있는 결과가 확인되었으며, 전 구간에 대한 신뢰성 있는 결과를 얻지 못하

였다. 

 이의 해결을 위하여, 실제 모드 형상은 고려하지 않고, 단순히 빔의 특성치, 즉, 

차수 파형함수 vs FEA 수학 모델 vs FEA

1차

2차

3차
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강성과 질량 등으로만 고유진동수를 계산할 수 있는 수학적 모델을 적용하였다. 이

를 통해 파형함수를 이용한 ㄱ Shape Connected Structure과 같이, 전구간에 걸쳐 

FEA 결과와 비교하여 신뢰성 있는 데이터를 얻을 수 있었다. 비록 수학적 모델이 

모드 형상을 담고 있지 않아, Mode Shape 비교는 불가능하지만, LShape Connected 

Structure에 대한 공진검토를 위한 충분한 방법이 될 수 있다고 판단한다.

 또한, ㄱ, L Shape Connected Structure의 연결부의 연속조건에 대해 Natural 

Boundary Condition 조건(Moment 연속조건의 유무)에 따라 고유진동수를 계산하였

으나, 동일한 값이 도출되었다. 이는 Natural Boundary Condition이 고유진동수 계

산에 영향을 주지 않고 있다고 판단 할 수 있다. 이의 추가적인 검증을 위해  

Connected Structure의 고유진동수 계산 시 연결조건에서의 경계조건을 다양하게 

변경하여 공유진동수를 계산하였다. 

 연결부에 대한 연속 조건에 대해 Single Beam의 파형함수 정의에서와 유사하게 

Geometric Boundary Condition (Slope 조건)은 고정하고, Natural Boundary 

Condition (Moment 조건)을 변경하여 계산한 결과 모두 유사한 계산 결과가 도출되

었다. 이는 Simple Beam과 Connected Structure에서 모두 동일한 계산 결과가 도출

된 것으로 보아 Natural Boundary Condition은 Euler Beam을 이용한 고유진동수 계

산에서 영향이 거의 없음을 알 수 있다.

 L Shape Connected Structure의 계산 결과에서 특이한 부분은 수직부재와 수직부

재의 길이가 동일한 지점을 중심으로 저차에서의 고유진동수 계산 결과가 대칭을 

보이고 있다는 점이다. 이는 양쪽 끝단이 고정되어 있는 ㄱ Shape Connected 

Structure에서 나타나는 특징으로, 한쪽 끝단이 자유 경계조건을 갖는 L Shape 

Connected Structure에서 저차에서 동일한 결과가 나타나는 부분에 대해서는 추가

적인 연구가 필요한 부분이다.
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제 8 장 결론

 Beam은 중요한 구조요소로써, 조선분야를 포함한 많은 공학분야에서 중요하게 

다루어지고 있다. 동적 하중을 받는 Beam은 구조적인 진동과 소음을 야기하게 되

며, 이로 인해 발생되는 문제로 승선원들에 불쾌감을 주거나, 구조의 내구성 등에 

영향을 미치게 된다. 또한, 진동이 일정 한도를 초과하게 되면 파손으로도 나아갈 

수 있어, 구조의 안전성 측면에서도 보의 진동분석은 중요한 요소이다. 또한, 제

작 후에 나타나는 진동문제의 해결을 위해서는 수정을 위한 비용, 시간 및 품질 

등의 많은 문제가 발생하기 때문에 설계 단계에서부터 구조의 진동특성을 고려한 

방진설계는 매우 중요하다.

 본 논문에서는 공학분야에서 주요 구조 요소인 Beam의 고유진동수를 계산하기 위

해 다양한 연구를 수행하여 다음과 같은 결론을 얻을 수 있었다.

 첫째, Single Beam에 대해 여러 유형의 경계조건을 반영한 파형함수를 정의하고, 

이에 대한 진동특성에 대해 FEA 결과와 비교하였다. 경계조건은 Beam의 길이가 증

가하면서 그 영향은 감소한다. 또한, 경계조건의 유형에 따라 파형함수는 4차·3

차 그리고, 2차 등의 다른 형태의 함수를 갖게 되지만, 각 함수에 대한 계산 결과

는 동일함을 확인하였다. 이를 통해 다양한 형태의 Connected Structure의 계산 

시 낮은 차수의 함수를 이용하여 계산하여도 신뢰성 있는 계산 결과를 얻을 수 있

음을 알 수 있다. 이는 Connected Structure의 파형함수 정의 시 고정-단순 파형

함수에 대해 4차와 3차 파형함수를 각각 적용하여 계산하여 동일한 결과가 도출됨

을 확인하였다.

  둘째, 양단이 고정되어 연결지점에서의 경계조건 기여도를 반영한 파형함수의 

정의가 가능한 ㄱ Shape Connected Structure는 FEA 계산 결과와 비교하여 전 구

간에서 신뢰성 있는 결과를 확인하였다. 이를 통해 양단이 고정된 경계조건을 갖

는 Connected Structure의 경우 파형함수의 정의를 통한 공진검토가 설계단계에

서 유용하게 사용될 수 있음을 알 수 있다.

 셋째, ㄱ Shape Connected Structure와는 달리 L Shape Connected Structure는 

수직부재 자유 경계조건의 영향을 반영할 수 있는 파형함수 정의의 어려움으로 인

하여, FEA 계산결과와 비교하였을 때 특정 영역에서만 신뢰성 있는 결과를 확인할 

수 있었다. 하지만, Beam의 특성치만을 고려하도록 한 수학적 방정식을 이용한 계



- 118 -

산 결과에서는 전 영역에 걸쳐 매우 신뢰성 있는 결과를 얻을 수 있었다.

 넷째, Natural Boundary Condition은 고유진동수 계산에 많은 영향을 주지 않음

을 확인하였다. CMS를 이용한 진동해석 시 좌표계의 축약에는 관여하고 있지만, 

Single Beam 및 Connected Structure의 고유진동수 계산에 있어 Natural Boundary 

Condition의 유무는 계산 결과에 많은 영향을 주지 않았다.

 본 논문을 통해 경계조건이 Beam의 진동특성에 미치는 영향을 계산을 통해 확인

하였다. 또한, Connected Structure에 대해서는 끝단의 경계조건에 따라 공진검

토를 위한 방법을 제시하였고, 이를 FEA 결과와 비교하여 전구간에 사용할 수 있

음을 확인하였다.

 이를 통해 Connected Structure에 유형에 따른 설계단계에서의 공진검토에 유용

하게 사용될 수 있을 것으로 판단된다.
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 먼저 본 논문이 완성되기까지 세심한 지도와 많은 격려로 이끌어 주신 

윤덕영 교수님께 진심으로 감사드립니다. 또한 논문 작성과정에서 아낌

없는 지도로 많은 가르침을 주신 박정희 박사님께도 감사드리며, 어려운 

일이 있을 때마다 멘토의 역할을 맡아주신 최태묵 박사님께도 감사드립

니다. 심사과정에서 많은 조언을 주신 권영섭 교수님, 안규백 교수님, 

주성민 교수님께도 감사드립니다.

 회사생활과 논문 진행을 병행하기에는 사랑하는 아내의 도움이 매우 컸

습니다. 늘 응원해주면서, 집안일과 육아까지 모두 도맡아서 했던 사모

님. 감사하고 사랑합니다.

 마지막으로 항상 옆에서 노심초사하신 존경하는 양가 부모님들과 가족

에게도 감사의 말씀을 드립니다. 그리고 논문을 핑계로 곁에 많이 있어

주지 못했지만 바르게 자라주고 있는 귀여운 아들 현준이와 딸 예원이에

게 사랑한다는 말을 전합니다.

2021년 2월

양재형 올림
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