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Abstract

On the study of twisted functions of the monoids 

on commutative rings 

Kim Su-Seung

Advisor : prof. Dong Yeol Oh Ph.D.

Major in Mathematics Education

Graduate School of Education, Chosun University

Let  be a commutative ring with identity,  be the set of units of 

,  be a nonzero commutative additive monoid, and  be a twist 

function of  on . Passman introduced the twisted semigroup ring 

  of  on  with respect to the twist function , and studied the 

algebraic properties on such a ring. It is well known that the twisted 

semigroup ring   becomes a commutative ring with identity. Let 

 be the set of twist functions of  on . We are interested in 

twist functions of  on  instead of twisted semigroup rings. In this 

thesis, we introduce several examples of twist functions, and study the 

properties of twist functions of  on . More precisely, we show that 

the set of twist functions of  on  forms a group. If ℕ is the set of 

nonnegative integers and ℤ is the ring of integers, then we also show 

that the set of twist functions of ℕ on ℤ forms a Boolean group.
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제 1 장  소 개

을 단위원 을 갖는 가환환, 을 의 단원들의 모임, 를 가환 모노이드라 

하자. 의 연산은 덧셈으로 항등원은 으로 나타내도록 한다. 사상 

  × →  가 다음을 만족하면 사상 를  위의 의 꼬임 함수(twist 

function of  on ) 이라 한다:

임의의    ∈  에 대하여,

(i)  

(ii)  

사상 를  위의 의 꼬임 함수라 하자.      ∈  를 기저로 갖는 -대

수 (algebra)를  로 나타내도록 하자.  에 곱셈을 다음과 같이 정

의하고 분배법칙이 성립하도록 하자:

 ⋅   

 은 단위원을 갖는 가환환이 되며, 이를 사상 에 대한  위의 의 꼬인 

반군 환 (twisted semigroup ring of  over  with respect to )이라 한다. 만

약 임의의 ∈에 대하여  이면 이런 사상 에 대한 꼬인 반군 환 

 은 다름 아닌 잘 알려진 반군 환 가 된다. 따라서 꼬인 반군 환은 

반군 환의 일반화라고 할 수 있다.

체  위의 군 의 꼬임 함수 에 대하여, 사상 에 대한 체  위의 군 의 꼬인 

반군 환  는 Passman [5]에 의하여 처음 소개되었으며, 이후 Quesada 

[6], [7]에 의하여 임의의 환 과 반군  위의 꼬임 함수 에 대하여 사상 에 

대한  위의 의 꼬인 반군 환  으로 확장 되었다. 최근에 장규환, 오동렬 

[1]은 은 정역, 는 꼬임 없는 소거법칙이 성립하는 모노이드(torsion-free 

commutative cancellative monoid), 는  위의 의 꼬임 함수 일 때, 사상 에 

대한  위의 의 꼬인 반군 환  이 최대공약수 정역(GCD-domain)이 되기 
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위한 필요충분조건을 찾았으며, 또한 특별한 조건을 갖는 에 대하여   이 

유일인수분해정역 (UFD-domain)이 되기 위한 필요충분조건을 구하였다. 

을 단위원을 갖는 가환환, 를 가환 모노이드, 사상 를  위의 의 꼬임 함수, 

그리고 를  위의 의 꼬임 함수 전체 집합이라고 하자.

이 논문에서는 사상 에 대한 꼬인 반군 환   보다 꼬임 함수 의 성질을 

연구하였다. 정확히 말하면, 이 가환군이 됨을 보였으며, 또한 ℕ을 음이 아

닌 정수 전체 집합, ℤ를 정수환이라 할 때, 꼬임 함수 ∈ℤℕ는 과 

 (≥ ≥)의 값에 의하여 결정됨을 보였다. 

2장에서는 이 논문에서 필요한 대수학의 기본적인 내용(가환환, 가환 모노이드의 

정의 등)과 꼬임 함수를 소개한다. 가환환  위의 가환 모노이드  위의 꼬임 함

수 에 대한 꼬인 반군 환  이 가환환이 됨을 증명하고, 꼬임 함수의 기본적

인 성질과 [1]에 증명 없이 제시된 다양한 꼬임 함수들이 꼬임 함수들임을 증명한

다. 

3장에서는 가환환  위의 가환 모노이드 의 꼬임 함수들 전체의 모임인 

의 대수적 구조를 조사한다. 이 가환군이 됨을 증명하고, ℤℕ의 원소의 

성질을 규명하여 가환군 ℤℕ은 부울 군(Boolean group)이 됨을 증명한다.
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제 2 장  꼬임 함수

이 장에서는 대수학의 기본적인 내용인 가환환과 가환모노이드의 기본적인 정의와 

성질을 살펴보고 반군 환과 꼬임 함수의 정의를 소개한다. ([2], [3], [8])

또한 [1]에서 증명이 없이 제시된 다양한 꼬임 함수 예제를 증명하도록 하겠다.

정의 2.1 공집합이 아닌 집합  위에 연산 ∗ ×→이 정의 되어 있고 이 연산

에 관하여 다음이 성립할 때,  ∗을 반군(semigroup)이라고 한다:

 

임의의   ∈에 대하여 ∗∗∗∗                    (결합법칙)

정의 2.2 반군  ∗이 임의의 ∈에 대하여 ∗  ∗인 ∈이 존재하

면, 를 의 항등원이라 하고, 이때  ∗을 모노이드(monoid)라고 한다. 

군은 각 원소가 역원을 가진 모노이드로 정의될 수도 있다. 

정의 2.3 공집합이 아닌 집합  위에 이항연산 ∗이 정의 되어 있고, 임의의 원소 

  ∈에 대하여 다음이 성립할 때,  ∗을 군(group)이라 한다.

1. ∗∗∗∗                                              

2. 특정한 원소 ∈가 존재하여, 임의의 원소 ∈에 대하여 등식 

∗  ∗가 성립한다. 원소 를 연산 ∗에 관한 항등원이라고 한다.

3. 각 ∈에 대하여 ∗ ∗ 인 ∈가 존재한다. 이러한 원소 를 의 

연산 ∗에 관한 역원이라 하고 이것을  로 나타낸다. 

   즉 ∗  ∗이다.

모든 군은 모노이드이며, 모노이드는 반군이다.

모노이드 의 임의의  ∈에 대하여, ∗ ∗을 만족하면 를 가환 모노이

드라고 한다.
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정의 2.4 공집합이 아닌 집합  위에서 덧셈 과 곱셈 ⋅이 정의되어 다음이 성

립할 때,   ·을 환(ring) 이라고 한다. 임의의   ∈에 대하여

1.  는 덧셈군이다.

   1)                                           (결합법칙)

   2)                                                     (교환법칙)  

   3)  인 원소 ∈이 존재한다.

   4)   인 의 덧셈에 관한 역원 ∈이 존재한다.

2.  ·은 반군이다.

   · ·   ·  ·                                                 (결합법칙)

3. ·  · ·  ·  ·  ·                         (분배법칙)

환   ·을 덧셈과 곱셈에 대해 혼돈이 없을시 간단히 환 으로 표현한다.

정의 2.5 환 에서 모든 원소  ∈에 대하여 다음을 만족하면

·    ·

을 가환환(commutative ring)이라고 한다.

환에서 덧셈 항등원은 0으로 나타내고 곱셈 항등원(또는 단위원)은 1로 나타내도

록 하며 덧셈 항등원과 곱셈항등원이 서로 다른 환만 다루도록 한다. 또한 앞으로 

환 의 임의의  ∈의 곱 ·는 간략히 로 나타내도록 하자.

정의 2.6 단위원 ≠을 가진 가환환 에서 다음이 성립할 때, 을 정역이라

고 한다:

임의의  ∈에 대하여 ·  이면   또는   이다.

앞으로 모노이드는 가환 모노이드를 의미하며 의 연산을 덧셈으로 나타내고, 그 

항등원은 0으로 표현하도록 한다.
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정의 2.7 를 모노이드라고 하자.

(1) ∈가 다음을 만족하면 소거가능(cancellative)하다고 한다:

  임의의  ∈에 대하여 이면   이다.

(2) 의 모든 원소가 소거가능하면 는 소거가능하다고 한다.

(3) 다음을 만족하면 는 꼬임 없는(torsion-free) 모노이드라고 한다:

  임의의 ∈와 양의 정수 에 대하여,  이면  이다.

정의 2.8 를 모노이드, ≤를 에 정의된 부분순서(partial order)라고 하자.

다음을 만족하면 부분순서 ≤는 의 연산과 양립한다(compatible)고 한다:

임의의   ∈에 대하여, ≤이면 ≤ 이다.

이 때  ≤를 순서 모노이드(ordered monoid) 라고 한다.

정의 2.9 순서 모노이드  ≤가 다음을 만족하면  ≤를 엄격한 순서 모노이

드(strictly ordered monoid)라 한다:

임의의   ∈에 대하여,  이면  이다.

다음은 순서 모노이드에 대해 잘 알려진 결과이다. 그 증명은 [4, p123]에 잘 나

와 있으며 이 논문에서는 생략하도록 한다.

정리 2.1 모노이드 에 대하여 다음은 동치이다.

(1) 는 소거 가능한 꼬임 없는 모노이드 이다.

(2) 의 연산과 양립하는 완전 부분 순서(total order) ≤가 존재한다.

을 곱셈 항등원을 갖는 가환환, 를 모노이드라고 하자.

를 에서 로 가는 사상 로서 유한개 이외의 ∈에 대하여  인 

모든 사상들의 모임이라 하자. 임의의  ∈에 대하여 다음을 정의 하자.
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(1)  








  ∀∈
  

 

∀∈

여기서 
  

은 을 만족하는 의 모든 순서쌍   전체에서 변함을 

의미한다.

정리 2.2 을 곱셈 항등원을 갖는 가환환, 를 모노이드라고 하자. (1)에 정의된 

덧셈과 곱셈에 대하여 는 곱셈 항등원을 갖는 가환환이 된다. 이를 의 

상에서의 반군 환(semigroup ring of  over )이라 한다.

참고 2.1 

(1) 사상 ∈를 편의상 다음과 같이 표현 한다:

 
 




 ∈ ∈

(2) 만약 가 소거 가능한 꼬임 없는 모노이드이면, 정리 2.1에 의하여 고정된 완

전 부분 순서 ≤에 대하여 임의의 영이 아닌 원소 ∈는 다음과 같이 유일

하게 표현된다.

  


⋯
 ≠   ⋯

이 때, 을 의 차수(degree)라고 하며 기호로 deg으로 나타낸다. 또한 

을 의 위수(order)라고 하며 기호로 ord으로 나타낸다.

다음은 ∈의 차수와 위수에 대한 기본적인 성질로서 그 증명은 생략한다.
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정리 2.3 을 곱셈 항등원을 갖는 가환환, 를 소거 가능한 꼬임 없는 모노이드라

고 하자.

임의의 ≠ ∈에 대하여 다음이 성립한다.

(1) ord≥ordord

(2) deg≤degdeg

다음은 반군 환이 정역이 되기 위한 잘 알려진 동치 조건으로 그 증명은 [3]에 잘 

나와 있다. 여기에는 반군 환이 정역이 되기 위한 충분조건만 증명하도록 하겠다.

정리 2.4 을 곱셈 항등원을 갖는 가환환, 를 모노이드라고 하자. 다음은 동치이

다.

(1) 는 정역이다.

(2) 은 정역, 는 소거 가능한 꼬임 없는 모노이드이다. 

증명) (2) ⇒ (1)

을 정역, 을 소거 가능한 꼬임 없는 모노이드라 하자.

≠ ∈에 대하여, 참고2.1의 (2)에 의하여  를 다음과 같이 나타낼 수 

있다.









 

  




 ≠   ⋯

 
  




 ≠   ⋯

이 정역이므로, ≠이다.

또한 가 소거 가능한 꼬임 없는 모노이드이므로, 임의의  과  에 대하여 

≠이 성립한다. 따라서 deg· 이고, ≠이다.

즉, 는 정역이다.

보조정리 2.1 단위원 1을 가진 가환환 의 단원 전체의 집합을 로 표현한다. 

즉, 
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 ∈·  · ∃∈

이때 는 곱셈에 관하여 군을 이룬다.

곱셈군 를 환 의 단원군(unit group)이라고 한다.

증명) 분명히 ·  즉 이므로 ∈≠∅이다.

그리고 임의의  ∈에 대하여

        

        

이므로   이고, 따라서 ∈이다.

 그러므로 는 곱셈에 관하여 닫혀 있다. 또, 분명히  에서도 곱셈에 관

한 결합법칙이 성립한다. 그리고 각 원소 ∈에 대하여     이므

로  ∈이고   이다. 그러므로 는 곱셈에 관하여 군을 이룬다.

다음은 잘 알려진 사실이나, 여기서 한 번 더 증명하도록 한다.

보조정리 2.2 ℤ을 법 에 관한 정수환일 때, ℤ은 위수가 인 아벨군이

다.

증명) ℤ     ⋯  ≥은 단위원 1을 가진 가환환을 이룬다.

원소 ∈ℤ ≠에 대하여   일 때 그리고 이때에만 · 인 원소 

 ∈ℤ가 존재한다. 그리고 이때 ℤ은 ℤ을 나타내며 

ℤ ∈ℤ    는 곱셈에 관하여 위수 인 아벨군을 이룬다.

정의 2.10 은 가환환, 을 0이 아닌 모노이드라 하자. 사상   ×→가 

다음을 만족하면 를  위의 의 꼬임 함수(twisted function)라 한다. 

모든 ∈에 대해
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1.    

2.      

다음은 자명한 꼬임 함수이다.

예제 2.1 이 가환환이고 을 영이 아닌 모노이드, ∈라 하자.

   ×→,  ↦

이때 는  위의 의 꼬임 함수이다.

다음은 [1]의 꼬임 함수의 몇 가지 예를 위의 정의를 이용하여 증명하도록 하겠다.

예제 2.2 ℕ을 음이 아닌 정수들의 덧셈에 관한 모노이드, ℕ
을 양의 정수 집합

이라 하자. 사상   ℕ×ℕ→ℕ
을 다음과 같이 정의하자.

  



임의의  ∈ℕ에 대하여 정의 2.10의 1과 2가 성립함을 보이자.

 


  

이므로
   이다

  

 ·
이고

  

 ·
이다

그러므로      
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만약 가환환 이 유리수체 ℚ을 포함하면,    


∈ℤ이므로, 은 

상에서의 단원이다. 따라서 이 경우에는 는  위의 ℕ의 꼬임 함수이다. 

예제 2.3 사상   ℤ×ℤ→ℤ를 다음과 같이 정의하자.

    ,  ≠ 

임의의  ∈ℤ에 대하여 정의 2.10의 1과 2가 성립함을 보이자.

   ≠≠이므로    이다
그러므로   이다

  인경우
 일때
   ·     · 이고
 일때
   · 이고     ·이고

 일때
   ·이고    ·이므로
성질를만족한다
인경우
 · 이고      
 일때 · ·이고  일때 ··이므로
성질를만족한다
는 ℤ 위의 ℤ의 꼬임 함수이다.

보조정리 2.3 은 가환환, 을 영이 아닌 가환 모노이드, 을  위의 의 꼬임 

함수라 하자. 임의의 ∈에 대하여,      이 성립한다.
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증명) 정의 2.10의 2에서    이면

          .

      은 단위원이므로    이 된다.

     정의 2.10의 1에서    이므로,

          이 성립한다.

을 단위원 1을 갖는 가환환, 을 의 단원들의 모임, 를 모노이드라 하자. 

사상 를 위의 의 꼬임함수라 하자.      ∈  를 기저로 갖는 -대수 

(algebra)를  로 나타내도록 하자.  에 곱셈을 다음과 같이 정의

하고 분배법칙이 성립하도록 하자:

 ⋅   

그러면  은 일반적인 덧셈과 위의 곱셈에 대하여 가환환을 이룬다. [5]

임의의 ∈에 대하여, ∈ 이므로 꼬임 함수의 정의 2.10의 2에  

   를 대입하면   임을 알 수 있다. 또한 

∈ 이므로 임의의 ∈에 대하여  ⋅


   이다.  

 는 단위원 


 를 갖는 가환환이다. 만약 임의의  ∈에 대하여 

  이면,   (반군환)이다.

따라서 꼬인 반군환은 반군환의 일반화이다.
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제 3 장  가환 군 

 이 장에서는 앞에서 다루었던 가환환  위의 가환 모노이드 의 꼬임 함수들 전

체의 모임인 의 대수적 구조를 살펴보고자 한다. 이 가환군이 됨을 

증명한다, 특별히 가 음이 아닌 정수들의 집합 ℕ일 때, ℕ의 원소 는 

 과   ≥≥의 값에 대하여 결정됨을 보이자. 또한 이 정수환 

ℤ일 때, ℤℕ이 부울 군이 됨을 보이도록 하자.

보조정리 3.1 을 항등원을 갖는 가환환, 는 영이 아닌 가환 모노이드, 를  

위의 의 꼬임함수라 하자. 사상   ×→은 다음과 같이 정의하자.

     , ∀ ∈×

사상  은  위의 의 꼬임 함수이다.

증명) 임의의  ∈에 대하여, 정의 2.10의 1과 2가 성립함을 보이자.

         

    사상 가  위의 의 꼬임 함수이므로  이다.

    따라서      이므로     이다. 

            

             

  가 위의 의 꼬임 함수이므로      이다.

  따라서          

 그러므로 은  위의 의 꼬임 함수이다.

보조정리 3.2 을 항등원을 갖는 가환환이라 하고,  을  위의 의 꼬임 함수

라고 하자. 사상 ·  ×→을 다음과 같이 정의하자. 
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·    · , ∀ ∈×

· 또한  위의 의 꼬임 함수이다.

증명) 임의의  ∈에 대하여, 정의 2.10의 1과 2가 성립함을 보이자.

 ·   ·  ·   · 
사상 가위의 의꼬임함수이므로    이다
 ·   · 이므로 ·  · 이다

· ·      
     

· ·      
      

  가  위의 의 꼬임 함수이므로      이다.

  따라서 · ·  · · 
  그러므로 · 또한  위의 의 꼬임 함수이다.

정리 3.1 을 항등원을 갖는 가환환이고, ≠ 가환 모노이드인 경우  를 

 위의 의 모든 꼬임 함수의 집합이라 하자.  은 아벨군이며, 

 ≥ 이다.

증명) 보조정리 2.3, 3.1, 3.2의 성질에 따라  은 아벨군이다. 예제 2.1에 의

하여 사상   ×→,  ↦, ∀ ∈×, ∈은  위의 의 꼬

임 함수이다. 따라서  ≥이다.



- 14 -

ℕ일 때, ℕ의 성질을 살펴보도록 하자.

우선  위의 ℕ의 꼬임 함수 의 성질을 조사하도록 하자.

보조정리 3.3 은 항등원을 갖는 가환환, 를  위의 ℕ의 꼬임 함수라 하자. 임

의의 ≥에 대하여      이다.

정리 3.2 을 항등원을 갖는 가환환이라고 하자. 가  위의 ℕ의 꼬임 함수라 하

자. 사상 는  과  , ≥의 값에 의하여 결정된다.

증명) 가  위의 ℕ의 꼬임 함수라고하자. 모든 ≥에 대해  은 보조정리 

2.3에 의해  과 같으므로, 모든 ≥에 대해  과  의 값을 가정

하자. 

 가 꼬임 함수이고 ≥일 때, 꼬임 함수의 두 번째 성질에 따라  

     이다. 따라서 ≥일 때,  이 단원이므로 

≥일 때,  은  의 값에 의해 결정된다. 또한    이므로 

≥일 때  은 모두 결정된다.

 

 이제 ≥일 때  이 결정된다고 가정하자.

꼬임 함수의 두 번째 성질에 따라 과 모든 ≥에 대하여,

    이다.

     이 결정되므로 은 유일하게 결정된다.

그러므로, ≥≥에 대하여 과  의 값에 따라 가 결정된다.

군 의 항등원 이외의 모든 원소의 위수가 2이면, 군 를 부울 군

이라 한다. 부울 군은 아벨군임은 잘 알려져 있으나, 여기에서 다시 증명하도록 한

다.

정리 3.3 부울 군 는 아벨군이다.
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증명) 임의의  ∈    이므로      이다.

따라서 임의의  ∈에 대하여 다음이 성립 한다:

      

즉,   이다.

따름정리 3.1 ℤℕ는 부울 군이다.

증명) 사상   ℕ×ℕ→ℤ를 ℤ 위의 ℕ의 꼬임 함수라 하자.

임의의 ∈ℕ×ℕ에 대하여, ∈ℤ이다.

ℤ  은 위수가 2인 가환군이므로, 

  이고  ∈ℤℕ이다.

즉, ∈ℤℕ의 위수는 2이므로 ℤℕ은 부울 군이다. 따라서 정리3.3에 의

해 ℤℕ는 아벨군이다.

따름정리 3.2 법으로 인 정수환을 ℕ라 한다면, ℤℕ은 무한 아벨군이고, 

ℤℕ의 각 원소의 위수는 인 이다.

증명) 사상   ℕ×ℕ→ℤ를 ℤ 위의 ℕ의 꼬임 함수라 하자.

임의의 ∈ℕ×ℕ에 대하여, ∈ℤ이다.

ℤ은 위수가 인 가환군 이므로,   이다.

따라서  ∈ℤℕ이다.

즉, ∈ℤℕ의 위수 는 의 약수이다.
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