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ABSTRACT

Generalized Hamming weights of Reed-Muller codes

Oh Yu Jeong

Advisor: Professor Kwankyu Lee

Major in Mathematics Education

Graduate School of Education, Chosun University

 The Reed-Muller codes are one of the best known error correcting codes. 

The Reed-Muller codes are used to create secret sharing schemes. It is 

effective to use the generalized Hamming weights of the error correction 

codes to analyze the access structure of the secret sharing schemes. The 

generalized Hamming weights are a generalization of the minimum distance 

of the error correction codes. In this thesis, we obtain lower bounds of the 

generalized Hamming weights of Reed-Muller codes based on the theory of 

the Groebner basis. It turns out that the values we obtain are true 

generalized Hamming weights of the Reed-Muller codes. To obtain these 

result we first summarize the basic theory and concepts of Reed-Muller 

codes.



제 1 장

소개

리드-뮬러 부호는 가장 유명한 오류정정부호 중 하나이다. 최근에는 오류정정부
호를 이용하여 비밀공유스킴을 만들며 오류정정부호의 일반화된 해밍무게를 알면
비밀공유스킴의 접근구조분석에 도움이 된다. Tapia-Recillas, Renteria, Lachaud
와 Duursma는 [2],[5],[8] 에서 고전적 리드-뮬러 부호를 사영공간의 점들을 이용
하여 일반화하였다. 특별히 토러스 부호, 아핀 리드-뮬러 부호, 사영 리드-뮬러
부호에 대해서는 일반화된 해밍무게 연구가 많이 이루어지고 있다. 따라서 이 논
문에서는 그뢰브너 기저이론을 바탕으로 이 부호들의 일반화된 해밍무게를 구하
고자 한다.

구체적으로 2장에서는 유한체 위에서 해밍거리와 해밍무게를 정의하고 오류정
정부호의 일반화된 해밍무게를 정의한다. 이때 일반화된 해밍무게와 오류정정부
호의 최소거리는 밀접한 관계가 있다. 사영공간의 점을 이용한 리드-뮬러 부호를
정의하고 리드-뮬러 부호 중 토러스 부호, 아핀 리드-뮬러 부호, 사영 리드-뮬러
부호에 대하여 알아보고 이들의 일반화된 해밍무게에 알려진 결과를 소개한다.

3장에서는 단항식들의 차수역사전식 순서에 대하여 선두항을 이용하여 이데알
I에 대한 ∆(I)와 Σ(I)를 정의하고 Σ(I)을 사용하여 그뢰브너 기저를 정의한다. 그
리고 사영공간의 부분집합 X가 정의하는 이데알과 리드-뮬러 부호와의 관계를 본
다. 다음에 리드-뮬러 부호의 일반화된 해밍무게를 이데알의 그뢰브너 기저를 이
용하여 하계를 구하는 방법을 소개하고 토러스 부호, 아핀 리드-뮬러 부호, 사영
리드-뮬러 부호 순으로 그뢰브너 기저이론을 이용하여 일반화된 해밍무게를 구하
는 방법을 구체적으로 보인다. 여기에 싱글턴 상계를 이용하여 우리가 구한 일반
화된 해밍무게 하계가 정확히 리드-뮬러 부호의 일반화된 해밍무게의 값이 됨을
확인한다.
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제 2 장

기본개념

2.1 오류정정부호

Fq는 q개의 원소를 갖는 유한체(finite field)를 나타내고 F∗
q는 Fq의 원소에서 0을

제외한 모든 원소를 나타낸다. 다음은 유한체 F9에 대하여 보고자한다.

예제 1. 체 F3 = {0, 1, 2} 위에서 p(x) = x2 + x+ 2는 기약다항식이다.
p(α) = α2 + α+ 2 = 0라고 하면 위수 9인 체 F9는

F9 = {a0 + a1α | a0, a1 ∈ F3}

= {0, 1, 2, α, α+ 1, α+ 2, 2α, 2α+ 1, 2α+ 2}

이다. 이때
α0 = 1

α1 = α

α2 = 2α+ 1

α3 = 2α+ 2

α4 = 2

α5 = 2α

α6 = α+ 2

α7 = α+ 1

이므로

F9 = {0} ∪ {αi | 0 ≤ i ≤ 7} = {0, α0, α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7}

이고
F∗
9 = {α0, α1, α2, α3, α4, α5, α6, α7}

이다.

이때 Fm
q = {(a1, · · · , am) | ai ∈ Fq}이고 두 벡터 v1, v2∈ Fm

q 에 대하여

d(v1, v2) = |{1 ≤ i ≤ m | ai ̸= bi}|

2
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은 v1과 v2의 해밍 거리(Hamming distance)이고 벡터 v ∈ Fm
q 에 대하여

wt(v) = |{1 ≤ i ≤ m | ai ̸= 0}|

은 v의 해밍 무게(Hamming weight)이다. 다음 예제를 보자.

예제 2. 체 F2 = {0, 1} 위에서 p(x) = x2 + x + 1은 기약다항식이다. p(α) =

α2 + α + 1 = 0라고 하면 F4 = {0, 1, α, α2}이고 F3
4 = {(a1, a2, a3) | ai ∈ F4}이다.

F3
4의 두 벡터 v1 = (1, 0, 1), v2 = (0, 0, α)에 대하여 해밍 거리는 d(v1, v2) = 2 이고

해밍 무게는 wt(v1) = 2, wt(v2) = 1 이다.

Fn
q의 부분공간 C에 대하여

d = min{d(v1, v2) | v1, v2 ∈ C, v1 ̸= v2}

= min{wt(v) | v ∈ C, v ̸= 0}

이고 C의 최소거리이다. 이때 차원이 k, 최소거리 d, 길이가 n이면 C를 [n, k, d]

오류정정부호라고 한다.
Wei는 오류정정부호의 최소거리를 [10]에서 자연스럽게 일반화하였다. 이제

V가 C의 r차원(1 ≤ r ≤ k) 부분공간일때

supp(V ) = {i | v ∈ V, vi ̸= 0}

로 정의한다. 오류정정부호 C의 r차원의 일반화된 해밍무게를 1 ≤ r ≤ k에 대해
서

dr(C) = min{|supp(V )| | V ⊂ C, dimFq(V ) = r}

로 정의한다. 그러면 d1(C) = d이다.

예제 3. q = 7, d = 3일 때

C = span{(1, 1, 1, 1, 1, 1), (1, 2, 3, 4, 5, 6), (1, 4, 2, 2, 4, 1), (1, 1, 0, 1, 6, 6)}

에 대하여 C의 길이가 6이고 차원이 4이고 최소거리 3이다. 따라서 C는 [6, 4, 3] 오
류정정부호이다. 이제 F6

7의 2차원 부분공간

V = span{(0, 3, 1, 1, 3, 0), (0, 1, 3, 3, 6, 0)}

에 대해서
supp(V ) = {2, 3, 4, 5}

이고
|supp(V )| = 4

이다. 사실은 d2(C) = 4이다.
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Wei [10]에 의하면

정리 1. [n, k, d] 오류정정부호 C가 있을때 양수 k에 대하여

1 ≤ d1(C) < d2(C) < · · · < dk(C) ≤ n

이다. 또
dr(C) ≤ n− k + r

이고 이것을 일반적인 싱글턴 상계(general Singleton bound)라고한다.

2.2 리드-뮬러 부호

Fq 위의 m차원 사영공간(projective space)을

Pm
Fq

= {(a0 : a1 : · · · : am) | (a0, a1, . . . , am) ̸= 0, a0, a1, . . . , am ∈ Fq}

로 정의한다. 사영공간 Pm
Fq
의 원소는 0이 아닌 Fq의 원소λ에 대하여

(a0 : · · · : am) = (λa0 : · · · : λam)이다. 그러므로

|Pm
Fq
| =

qm+1 − 1

q − 1

이다. 다음 예제에서 사영공간 P2
F4
에 대하여 보고자한다.

예제 4. 기약다항식 α2 + α+ 1 = 0에 대하여 체 F4 = {0, 1, α, α2}이다. 이때

P2
F4

= {(a0 : a1 : a2) | (a0 : a1 : a2) ̸= 0, a0, a1, a2 ∈ F4}

= {(1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1), . . . , (1 : α : α2)}

이고

|P2
F4
| =

43 − 1

4− 1
= 21

이다. 이때 사영공간 P2
F4
의 원소 (1 : 1 : 1)는 (α : α : α)와 같다.

다변수 다항식 환 S

S = Fq[x0, x1, . . . , xm]

= S0 ⊕ S1 ⊕ · · ·
는 Fq 위의 벡터공간이다. 차수가 d인 동차다항식의 집합

Sd = span{x0
n0x1

n1 · · ·xm
nm | n0 + n1 + . . .+ nm = d}

에 대해서

dimSd =

(
d+m

m

)
이다. 단항식 f = xn0

0 · · ·xnm
m 에 대해서 deg(f) = n0 + n1 + . . .+ nm이다. 다음 예

제를 보자.
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예제 5. m = 2, d = 3인경우

S3 = span{x0
n0x1

n1x2
n2 | n0 + n1 + n2 = 3}

= {x0
3, x1

3, x2
3, x0

2x1, x0
2x2, x0x1

2, x0x2
2, x1

2x2, x1x2
2, x0x1x2}

이고

dimS3 =

(
5

2

)
= 10

이다.

사영공간 Pm
Fq
의 부분집합 X = {P1, P2, . . . , Pn}이고 d ≥ 0 이라고 하자. 이제

fd,i ∈ Sd, 1 ≤ i ≤ n에 대하여 각각 i에 대해 fd,i(Pi) ̸= 0을 선택한다. 구체적으로
Pi = (x0 : x1 : · · · : xm)가 있을때 x0 = 0, · · · , xj−1 = 0, xj ̸= 0이면fd,i = xd

j 으로
선택할 수 있다. Sd의 원소 다항식 f에 대하여

ev(f) = (
f

fd,1
(P1),

f

fd,2
(P2), . . . ,

f

fd,n
(Pn)) ∈ Fn

q

로 정의한다. 다음 예제를 통하여 ev(f)를 직접 구하여 보고자한다.

예제 6. F9 = F3(α), α2 + α + 2 = 0을 생각하자. 이때 X에서 첫번째 자리가 1인
8개의 점을

[1 : 1 : 1], [1 : 1 : 2], [1 : 1 : α], [1 : 1 : α+ 1], [1 : 1 : α+ 2],

[1 : 1 : 2α], [1 : 1 : 2α+ 1], [1 : 1 : 2α+ 2]
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으로 선택한다. 이제 d = 3, f3,i = x0
3 이고 f = x0x1x2 이면

f

f3,1
(P1) =

f(1, 1, 1)

f3,1(1, 1, 1)
= 1

f

f3,2
(P2) =

f(1, 1, 2)

f3,2(1, 1, 2)
= 2

f

f3,3
(P3) =

f(1, 1, α)

f3,3(1, 1, α)
= α

f

f3,4
(P4) =

f(1, 1, α+ 1)

f3,4(1, 1, α+ 1)
= α+ 1

f

f3,5
(P5) =

f(1, 1, α+ 2)

f3,5(1, 1, α+ 2)
= α+ 2

f

f3,6
(P6) =

f(1, 1, 2α)

f3,6(1, 1, 2α)
= 2α

f

f3,7
(P7) =

f(1, 1, 2α+ 1)

f3,7(1, 1, 2α+ 1)
= 2α+ 1

f

f3,8
(P8) =

f(1, 1, 2α+ 2)

f3,8(1, 1, 2α+ 2)
= 2α+ 2

이므로
ev(f) = (1, 2, α, α+ 1, α+ 2, 2α, 2α+ 1, 2α+ 2) ∈ F8

9

이다.

이제 ev : Sd −→ Fn
q이 Fq위의 선형사상이므로

CX(d) = {ev(f) : f ∈ Sd}

는 Fn
q의 부분공간이고 CX(d)를 X위의 리드-뮬러(Reed-Muller)부호라고 한다.

2.3 특별한 리드-뮬러 부호

리드-뮬러 부호에는 여러가지 부호가 있다. 이때 대표적인 부호로 토러스 부호,
아핀 리드-뮬러 부호, 사영 리드-뮬러 부호가 있다. 이때 토러스는

Tm
q = {(a0 : a1 : · · · : am) | ai ∈ F∗

q , 0 ≤ i ≤ m}

이고 X = Tm
q 일 때 정의되는 리드-뮬러 부호를 토러스 부호라고 한다. Pinto,

Saemiento, Villarreal [9]에 의하면 m = 1인 경우 CT1
q
의 길이는 q − 1이고 차원은

d+ 1이고 dr(CT1
q
) = q − d+ r − 2이다.
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예제 7. q = 4일때 T1
4 = {(1 : 1), (1 : α), (1 : α2)}이다. 따라서 (CT1

4
)의 길이는 3이

고 차원은 d+ 1이고 dr(CT1
4
) = 2− d+ r이다.

그리고 아핀공간은

Am
q = {(1 : a1 : · · · : am) | ai ∈ F∗

q , 1 ≤ i ≤ m}

이고 X = Am
q 일 때 아핀 리드-뮬러 부호라고 한다. Pellikaan, Henijnen [4]에 의

하면 m = 1인 경우 CA1
q
의 길이는 q이고 차원은 d+1이고 dr(CA1

q
) = q− d+ r− 1이

다.

예제 8. q = 4일때 A1
4 = {(1 : 0), (1 : 1), (1 : α), (1 : α2)}이다. 따라서 (CA1

4
)의 길이

는 4이고 차원은 d+ 1이고 dr(CA1
4
) = 3− d+ r이다.

마지막으로 사영공간은

Pm
q = {(a0 : a1 : · · · : am) | (a0, a1, . . . , am) ̸= 0, ai ∈ Fq, 0 ≤ i ≤ m}

이고 X = Pm
q 일 때 사영 리드-뮬러 부호라고 한다. Lachaud [6]에 의하면 m = 1인

경우 CP1
q
의 길이는 q + 1이고 차원은 d+ 1이고 dr(CP1

q
) = q − d+ r이다.

예제 9. q = 4일때 P1
4 = {(0 : 1), (1 : 0), (1 : 1), (1 : α), (1 : α2)}이다. 따라서

(CPm
4
)의 길이는 5이고 차원은 d+ 1이고 dr(CP1

4
) = 4− d+ r이다.

토러스 부호, 아핀 리드-뮬러 부호, 사영 리드-뮬러 부호의 일반화된 해밍무게
에 대하여 각 저자들은 서로 다른 방법을 이용하여 결과를 얻었다. 다음 장에서 우
리는 그뢰브너 기저이론을 이용하여 동일한 방법으로 각 리드-뮬러 부호에 대하여
일반화된 해밍무게의 하계를 구하려고한다. 또 하계가 정확한 값이 됨을 보인다.



제 3 장

연구결과

3.1 그뢰브너 기저와 정리

두 단항식 xd = x0
d0x1

d1 · · ·xm
dm와 xe = x0

e0x1
e1 · · ·xm

em에 대해서

deg(xd) = d0 + d1 + . . .+ dm, deg(xe) = e0 + e1 + . . .+ em

이다. 이때

xd > xe ⇔ deg(xd) > deg(xe) 이거나

deg(xd) = deg(xe) 이면 dm = em, · · · , di+1 = ei+1, di < ei

를 단항식들의 차수역사전식(degrevlex) 순서로 정의한다. 그리고 다항식 f ∈
F[x0, x1, . . . , xm]에 대하여 다항식 f를 이루는 여러 단항식 중 가장 큰 단항식은 선
두항(leading term)이고 기호는 lt(f)이다. 다음 예제를 보자.

예제 10. 다음 다항식

f = x0
3x2

2 + x1
3x2

2 + x0
3x1x2, f ∈ F[x0, x1, x2]

를 차수역사전식 순서에 의해 나타내면 f의 단항식들의 순서는

x0
3x1x2 > x0

3x2
2 > x1

3x2
2

이다. 따라서 f의 선두항은
lt(f) = x0

3x1x2

이다.

이제 다항식의 선두항을 이용하여 이데알 I에 대한 ∆(I)과 Σ(I)를 정의할 수
있다.

Σ(I) = {lt(f) | f ∈ I}

8
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이고
∆(I) = Σ(S)\Σ(I)

이다. 이제 f1, f2, · · · , fr ∈ I에대하여 Σ(I) = ⟨lt(f1), . . . , lt(fr)⟩이면 {f1, f2, . . . , fr}을
I의 그뢰브너 기저(groebner basis)라고 한다. 그뢰브너 기저에 대한 자세한 내용
은 David [1]를 참고한다. 다음 예제를 통하여 ∆(I)집합과 Σ(I)집합을 찾아보고자
한다.

예제 11. 이데알
I = ⟨x4

0x1 + x2
0x1, x0x

4
1, x

2
0x

2
1⟩

이고 f1 = x4
0x1 + x2

0x1, f2 = x0x
4
1, f3 = x2

0x
2
1 ∈ F[x0, x1]에 대하여 f1를 차수역사

전식 순서에 따라 나타내면 x4
0x1 > x2

0x1이다. 따라서 선두항은

lt(f1) = x4
0x1, lt(f2) = x0x

4
1, lt(f3) = x2

0x
2
1

이고 I의 그뢰브너 기저는 {x4
0x1 + x2

0x1, x0x
4
1, x

2
0x

2
1} 이다. 그러므로 아래 그림과

같이 Σ(I)는 파란점들의 집합을 나타내고 ∆(I)은 검은점들의 집합을 나타낸다.

1 2 3 4 5 6 x0
0

1

2

3

4

5

6

x1

X를 Pm
Fq
의 부분집합이라 하자. S의 동차이데알(homogeneous ideal)

IX = ⟨f ∈ Sd | f(P ) = 0, P ∈ X⟩ ∈ S

을 X의 이데알이라고 한다. 여기서 ev : Sd −→ Fn
q으로 가는 선형사상이므로

ker(ev) = ⟨f ∈ Sd : ev(f) = 0, d ≥ 0⟩

= IX ∩ Sd

이다. 그러면

CX(d) ∼= (S/IX)d = Sd/IX,d (IX,d = IX ∩ Sd)

성립한다. David [1]에 의하면

dim(CX(d)) = dim(Sd/IX,d) = |∆d(I)| = k

이다. 그리고 |∆d(I)|는 계속 증가하다가 충분히 커지고 나면 일정한 값이 된다.
이때 일정한 값이 되는 수 중 가장 작은 d의 값을 ν라고한다. 이관규 [7]에 의하면
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정리 2. CX(d)의부분공간 V에대하여 V의기저벡터가 ev(g1), ev(g2), · · · , ev(gr)일
때

wt(V ) = |supp(V )| ≥ |
r∪

i=1

{ρ ∈ ∆ν(I) : ρ lt(gi) ∈ ∆ν+d(I)}|

이다.

이제 µ1, µ2, . . . , µr ∈ ∆d(I)이면

D(µ1, µ2, . . . , µr) =
r∪

i=1

{ρ ∈ ∆ν(I) : ρµi ∈ ∆ν+d(I)}

를 D집합이라고 하고

δr = min{|D(µ1, µ2, . . . , µr)| : µ1 > µ2 > · · · > µr ∈ ∆d(I)}

로 정의한다. 정리2에 의하면 dr ≥ δr이다.

3.2 토러스 부호

사영공간 Pm
q 의 부분집합

Tm
q = {(a0 : a1 : · · · : am) | ai ∈ F∗

q , 0 ≤ i ≤ m}

를 토러스라고 한다. Renteria [3]에 의하면

정리 3. 토러스 Tm
q 의 이데알은

ITm
q
= ⟨xq−1

i − xq−1
m : 0 ≤ i < m⟩

이고 이데알 ITm
q
의 그뢰브너 기저는

{xq−1
i − xq−1

m : 0 ≤ i < m}

이다.

예제 12. m = 1이고 q = 9라 하자. 이때 IT1
9
의 그뢰브너 기저는 {x8

0 − x8
1}이고

I = IT1
9
= ⟨x8

0 − x8
1⟩이므로 그림3.1과 같이 Σ(I)와 ∆(I)를 찾을 수 있다.

정리 4. 오류정정부호 C = CT1
q
(d)의 길이는 n = q− 1이고 0 ≤ d ≤ q− 2에 대하여

차원은 k = d+ 1이다. 그리고

dr(C) = q − d+ r − 2, 1 ≤ r ≤ k

이다.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 x0
0

1

2

3

4

5

6

7

x1

그림 3.1: 검은점의 집합은 ∆(I) 파란점의 집합은 Σ(I)

증명. 정리3으로부터 m = 1이면 I = IT1
q
= ⟨xq−1

0 − xq−1
1 ⟩이고 그뢰브너 기저는

{xq−1
0 −xq−1

1 }이다. 따라서 Σ(I) = {xq−1+i
0 xj

1 | i, j ≥ 0}이고∆d(I) = Σ(Sd)\Σ(I)이
므로

∆0(I) = {1}

∆1(I) = {x0, x1}

∆2(I) = {x2
0, x0x1, x

2
1}

...

∆q−2(I) = {xq−2
0 , xq−3

0 x1, · · · , xq−2
1 }

∆q−1(I) = x1∆q−2(I)

이다. 아래의 그림을 참고하면 이해하기 쉽다.

x0
∆0(I)

∆1(I)

∆2(I)

∆3(I)

...

∆d(I)

...

∆ν(I) = ∆q−2(I)

x1∆q−2(I) = ∆q−1(I)

x1

· · ·
· · ·

Σ

그리고 0보다 큰 s에 대하여 ∆q−2+s(I) = xs
1∆q−2(I)이고 ν = q − 2이다. 그러므로

∆ν(I) = {xq−2
0 , xq−3

0 x1, · · · , x0x
q−3
1 , xq−2

1 }
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이다. 그리고
∆d(I) = {xd

0, x
d−1
0 x1, · · · , x0x

d−1
1 , xd

1}

이고

∆ν+d(I) = xd
1∆ν(I) = {xq−2

0 xd
1, x

q−3
0 xd+1

1 , · · · , x0x
d+q−3
1 , xd+q−2

1 }

이다.
일반적으로 ∆d(I)의 원소를 µ = xd−i

0 xi
1, 0 ≤ i ≤ d라고 하면

µ∆ν(I) = {xq+d−i−2
0 xi

1, x
q+d−i−3
0 xi+1

1 , · · · , xd−i
0 xq+i−2

1 }

이고 µ∆ν(I) ∩∆ν+d(I) = {xq−2
0 xd

1, · · · , xd−i+1
0 xq+i−3

1 , xd−i
0 xq+i−2

1 }이다. 따라서

|µ∆ν(I) ∩∆ν+d(I)| = q − d+ i− 1

이다. 이때 D집합은

D(µ) = {ρ ∈ ∆ν(I) : µρ ∈ ∆ν+d(I)}

= {xq−d+i−2
0 xd−i

1 , xq−d+i−3
0 xd−i+1

1 , · · · , xq−2
1 }

이므로
|D(µ)| = q − d+ i− 1

이다.

x0

∆1(I)

∆2(I)

∆3(I)

...

∆d(I)

...

∆ν(I) = ∆q−2(I)

∆q−1(I)

x1

· · ·
· · ·

· · ·

· · ·

...

∆d+ν(I) = ∆d+q−2(I)

∆d+q−3(I)

q − 2d− i q + d− i− 2
∆0(I)

그림 3.2: 빨간원은 µ∆ν, 초록원은 µ∆ν ∩∆ν+d
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다음 과정을 더 쉽게 이해하기 위하여 i = 0일 때와 i = 1일 때를 보고자한다.
위의 결과에 따라 i = 0이면 µ = xd

0이고

D(µ) = {ρ ∈ ∆ν(I) : ρµ ∈ ∆ν+d(I)}

= {xq−d−2
0 xd

1, x
q−d−3
0 xd+1

1 , · · · , xq−2
1 }

이다. 그 다음 i = 1이면 µ = xd−1
0 x1이고

D(µ) = {ρ ∈ ∆ν(I) : µρ ∈ ∆ν+d(I)}

= {xq−d−1
0 xd−1

1 , xq−d−2
0 xd

1, · · · , x
q−2
1 }

이다. 이와같이차수역사전식순서에따라 xd
0 > xd−1

0 x1이고D(xd
0) ⊂ D(xd−1

0 x1)임
을 알았다. 아래의 그림3.3을 참고하면 이해하기 쉽다.

x0

x1

∆0(I)

∆1(I)

∆2(I)

∆d(I)

∆ν(I)

1 2 d q − d− 2
q − d− 1

· · · · · · · · · q − 2

...

· · ·

· · ·

· · ·

...

...

Σ

그림 3.3: 빨간점은 xd
0, 빨간원은 D(xd

0), 초록점은 xq−1
0 x1, 초록원은 D(xq−1

0 x1)

따라서 ∆d(I)의 원소들을 차수역사전식 순서에 따라 원소를 나열하면

xd
0 > xd−1

0 x1 > · · · > xd
1

이고 큰 단항식을 선택할수록 D집합들의 관계는

D(xd
0) ⊂ D(xd−1

0 x1) ⊂ · · · ⊂ D(xd
1)
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이다. 이제 1 ≤ r ≤ k라고 하자. µ1 > µ2 > · · · > µr, µi ∈ ∆d(I)에 대하여

D(µ1) ⊂ D(µ2) ⊂ · · · ⊂ D(µr)

이므로
D(µ1, µ2, . . . , µr) = D(µ1) ∪D(µ2) ∪ · · · ∪D(µr) = D(µr)

이다.따라서

δr = min{|D(µ1, µ2, . . . , µr)| : µ1 > µ2 > · · · > µr ∈ ∆d(I)}

= |{xq−d+r−3
0 xd−r+1

1 , xq−d+r−4
0 xd−r+2

1 }|

= q − d+ r − 2

이다.
이때 C의 길이는 n = |T1

q| = q − 1이고 차원은 k = |∆d(I)| = d+ 1이다. 정리1
에 의하면 1 ≤ r ≤ k 에 대하여

dr ≤ n− k + r

= (q − 1)− (d+ 1) + r

= q − d+ r − 2

= δr

이다. 즉 dr ≤ δr이고 정리2에 의하면 dr ≥ δr이므로

dr = δr = q − d+ r − 2

이고 이 값이 정확한 값이 된다.

예제 13. m = 1이고 q = 9라 하자. 그러면 n = 8, k = d + 1이다. 이때 정리4를
이용하여 CT1

9
(d)의 일반화된 해밍무게를 표 3.1에서 구하여 보였다.

n k d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8

d = 1 8 2 7 8

d = 2 8 3 6 7 8

d = 3 8 4 5 6 7 8

d = 4 8 5 4 5 6 7 8

d = 5 8 6 3 4 5 6 7 8

d = 6 8 7 2 3 4 5 6 7 8

d = 7 8 8 1 2 3 4 5 6 7 8

표 3.1: CT1
9
(d)의 일반화된 해밍무게
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3.3 아핀 리드-뮬러 부호

아핀공간은 Am
q ≈ Fm

q 이다. Renteria [8]에 의하면

정리 5. 아핀공간 Am
q 의 이데알은

IAm
q
= ⟨xq

i − xix
q−1
m : 0 ≤ i < m⟩

이고 이데알 IAm
q
의 그뢰브너 기저는

{xq
i − xix

q−1
m : 0 ≤ i < m}

이다.

예제 14. m = 1이고 q = 9라 하자.이때 IA1
9
의 그뢰브너 기저는 {x9

0 − x0x
8
1}이고

I = IA1
9
= ⟨x9

0 − x0x
8
1⟩이므로 그림3.4와 같이 Σ(I)와 ∆(I)를 찾을 수 있다.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 x0
0

1

2

3

4

5

6

7

x1

그림 3.4: 검은점의 집합은 ∆(I), 파란점의 집합은 Σ(I)

정리 6. 오류정정부호 C = CA1
q
(d)의 길이는 n = q이고 0 ≤ d ≤ q − 1에 대하여 차

원은 k = d+ 1이다. 그리고

dr(C) = q − d+ r − 1, 1 ≤ r ≤ k

이다.

증명. 정리5로부터 m = 1이면 I = IA1
q
= ⟨xq

0 − x0x
q−1
1 ⟩ 이고 그뢰브너 기저는

{xq
0 − x0x

q−1
1 }이다. 따라서 Σ(I) = {xq+i

0 xj
1 | i, j ≥ 0}이고 ∆d(I) = Σ(Sd)\Σ(I)이

므로
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∆0(I) = {1}

∆1(I) = {x0, x1}

∆2(I) = {x2
0, x0x1, x

2
1}

...

∆q−1(I) = {xq−1
0 , xq−2

0 x1, · · · , xq−1
1 }

∆q(I) = x1∆q−1(I)

이다. 아래의 그림을 참고하면 이해하기 쉽다.

x0

∆1(I)

∆2(I)

∆3(I)

...

∆d(I)

...

∆ν(I) = ∆q−1(I)

x1∆q−1(I) = ∆q(I)

x1

· · ·
· · ·

∆0(I)

Σ

그리고 0보다 큰 s에 대하여 ∆q−1+s(I) = xs
1∆q−1(I)이고 ν = q − 1이다. 그러므로

∆ν(I) = {xq−1
0 , xq−2

0 x1, · · · , x0x
q−2
1 , xq−1

1 }

이다. 그리고
∆d(I) = {xd

0, x
d−1
0 x1, · · · , x0x

d−1
1 , xd

1}

이고
∆ν+d(I) = {xq−1

0 xd
1, x

q−2
0 xd+1

1 , · · · , x0x
d+q−2
1 , xd+q−1

1 }

이다.
일반적으로 ∆d(I)의 원소를 µ = xd−i

0 xi
1, 0 ≤ i ≤ d라고 하면

µ∆ν(I) = {xq+d−i−1
0 xi

1, x
q+d−i−2
0 xi+1

1 , · · · , xd−i
0 xq+i−1

1 }

이고 µ∆ν(I) ∩∆ν+d(I) = {xq−1
0 xd

1, · · · , xd−i+1
0 xq+i−2

1 , xd−i
0 xq+i−1

1 }이다. 따라서

|µ∆ν(I) ∩∆ν+d(I)| = q − d+ i
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이다. 이때 D집합은

D(µ) = {ρ ∈ ∆ν(I) : µρ ∈ ∆ν+d(I)}

= {xq−d+i−1
0 xd−i

1 , xq−d+i−2
0 xd−i+1

1 , · · · , xq−1
1 }

이므로
|D(µ)| = q − d+ i

이다.

x0

∆1(I)

∆2(I)

∆3(I)

...

∆d(I)

...

∆ν(I) = ∆q−1(I)

∆q(I)

x1

· · ·
· · ·

· · ·

· · ·

...

∆d+ν(I) = ∆d+q−1(I)

∆d+q−2(I)

q − 1d− i q + d− i− 1
∆0(I)

그림 3.5: 빨간원은 µ∆ν, 초록원은 µ∆ν ∩∆ν+d

다음 과정을 더 쉽게 이해하기 위하여 i = 0일 때와 i = 1일 때를 보고자 한다.
위의 결과에 따라 i = 0이면 µ = xd

0이고

D(µ) = {ρ ∈ ∆ν(I) : ρµ ∈ ∆ν+d(I)}

= {xq−d−1
0 xd

1, x
q−d−2
0 xd+1

1 , · · · , xq−1
1 }

이다. 그 다음 i = 1이면 µ = xd−1
0 x1이고

D(µ) = {ρ ∈ ∆ν(I) : ρµ ∈ ∆ν+d(I)}

= {xq−d
0 xd−1

1 , xq−d−1
0 xd

1, · · · , x
q−1
1 }

이다. 이와같이차수역사전식순서에따라 xd
0 > xd−1

0 x1이고D(xd
0) ⊂ D(xd−1

0 x1)임
을 알았다. 아래의 그림3.6을 참고하면 이해하기 쉽다.

따라서 ∆d(I)의 원소들을 차수역사전식 순서에 따라 원소를 나열하면

xd
0 > xd−1

0 x1 > · · · > xd
1
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x0

x1

∆0(I)

∆1(I)

∆2(I)

∆d(I)

∆ν(I)

1 2 d q − d− 1
q − d

· · · · · · · · · q − 1

...

· · ·

· · ·

· · ·

...

...

Σ

그림 3.6: 빨간점은 xd
0, 빨간원은 D(xd

0), 초록점은 xd−1
0 x1, 초록원은 D(xd−1

0 x1)

이고 큰 단항식을 선택할수록 D집합들의 관계는

D(xd
0) ⊂ D(xd−1

0 x1) ⊂ · · · ⊂ D(xd
1)

이다. 이제 1 ≤ r ≤ k라고 하자. µ1 > µ2 > · · · > µr, µi ∈ ∆d(I)에 대하여

D(µ1) ⊂ D(µ2) ⊂ · · · ⊂ D(µr)

이므로
D(µ1, µ2, . . . , µr) = D(µ1) ∪D(µ2) ∪ · · · ∪D(µr) = D(µr)

이다.따라서

δr = min{|D(µ1, µ2, . . . , µr)| : µ1 > µ2 > · · · > µr ∈ ∆d(I)}

= |{xq−d+r−2
0 xd−r+1

1 , xq−d+r−3
0 xd−r+2

1 , · · · , xq−1
1 }|

= q − d+ r − 1

이다.
이때 C의 길이는 n = |A1

q| = q이고 차원은 k = |∆d(I)| = d + 1이다. 정리1에
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의하면1 ≤ r ≤ k 에 대하여

dr(C) ≤ n− k + r

= (q)− (d+ 1) + r

= q − d+ r − 1

= δr

이다. 즉 dr ≤ δr이고 정리2에 의하면 dr ≥ δr이므로

dr = δr = q − d+ r − 1

이고 이 값이 정확한 값이 된다.

예제 15. m = 1이고 q = 9라 하자. 그러면 n = 9, k = d + 1이다. 이때 정리6을
이용하여 CA1

9
(d)의 일반화된 해밍무게를 표 3.2에서 구하여 보였다..

n k d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9

d = 1 9 2 8 9

d = 2 9 3 7 8 9

d = 3 9 4 6 7 8 9

d = 4 9 5 5 6 7 8 9

d = 5 9 6 4 5 6 7 8 9

d = 6 9 7 3 4 5 6 7 8 9

d = 7 9 8 2 3 4 5 6 7 8 9

d = 8 9 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

표 3.2: CA1
9
(d)의 일반화된 해밍무게

3.4 사영 리드-뮬러 부호

사영공간은 Pm
q 이다. Renteria [8]에 의하면

정리 7. 사영공간 Pm
q 의 이데알은

IPm
q
= ⟨xq

ixj − xix
q
m : 0 ≤ i < j ≤ m⟩

이고 IPm
q
의 그뢰브너 기저는

{xq
ixj − xix

q
m : 0 ≤ i < j ≤ m}

이다.
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 x0
0

1

2

3

4

5

6

7

x1

그림 3.7: 검은점의 집합은 ∆(IP1
9
), 파란점의 집합은 Σ(IP1

9
)

예제 16. m = 1이고 q = 9라 하자. 이때 IP1
9
의 그뢰브너 기저는 {x9

0x1 − x0x
9
1}이

고 I = IP1
9
= ⟨x9

0x1 − x0x
9
1⟩이므로 그림3.7과 같이 Σ(I)와 ∆(I)를 찾을 수 있다.

정리 8. 오류정정부호 C = CP1
q
(d)의 길이는 n = q + 1 이고 0 ≤ d ≤ q에 대하여 차

원은 k = d+ 1이다. 그리고

dr(C) = q − d+ r, 1 ≤ r ≤ k

이다.

증명. 정리7로부터 m = 1이면 I = IP1
q
= ⟨xq

0x1 − x0x
q
1⟩ 이고 그뢰브너 기저는

{xq
0x1−x0x

q
1}이다. 따라서 Σ(I) = {xq+i

0 x1+j
1 | i, j ≥ 0}이고∆d(I) = Σ(Sd)\Σ(I)이

므로
∆0(I) = {1}

∆1(I) = {x0, x1}

∆2(I) = {x2
0, x0x1, x

2
1}

...

∆q−1(I) = {xq−1
0 , xq−2

0 x1, · · · , xq−1
1 }

∆q(I) = {xq
0, x

q−1
0 x1, · · · , xq

1}

∆q+1(I) = {xq+1
0 } ∪ x2

1∆q−1(I)

이고 0보다 큰 s에 대하여

∆q+s(I) = {xq+s
0 } ∪ xs+1

1 ∆q−1(I)
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이고 ν = q이다. 아래의 그림을 참고하면 이해하기 쉽다.

x0

∆1(I)

∆2(I)

∆3(I)

...

∆d(I)

...

∆q−1(I)

∆ν(I) = ∆q(I)

∆q+1(I)

x1

· · ·
· · ·

· · ·

· · ·

...

...

{xq+s
0 } ∪ xs+1

1 ∆q−1(I) = ∆q+s(I)

· · ·
∆0(I)

그러므로
∆ν(I) = {xq

0, x
q−1
0 x1, · · · , x0x

q−1
1 , xq

1}

이다. 그리고
∆d(I) = {xd

0, x
d−1
0 x1, · · · , x0x

d−1
1 , xd

1}

이고
∆ν+d(I) = {xq+d

0 } ∪ {xq−1
0 xd+1

1 , xq−2
0 xd+2

1 , · · · , x0x
d+q−1
1 , xd+q

1 }

이다.
사영 리드-뮬러 부호에서 D집합에 대하여 알아보기 위해서 두가지 경우로 나

눈다.

CASE 1. ∆d(I)의 원소 µ = xd
0에 대하여

µ∆ν(I) = {xq+d
0 } ∪ {xq+d−1

0 x1, · · · , xd
0x

q
1}

이다. 이때

µ∆ν(I) ∩∆ν+d(I) = {xq+d
0 } ∪ {xq−1

0 xd+1
1 , xq−2

0 xd+2
1 , · · · , xd+1

0 xq−1
1 , xd

0x
q
1}

이고
|µ∆ν(I) ∩∆ν+d(I)| = q − d+ 1

이다. 이때 D집합

D(µ) = {ρ ∈ ∆ν(I) : µρ ∈ ∆ν+d(I)}

= {xq
0} ∪ {xq−d−1

0 xd+1
1 , xq−d−2

0 xd+2
1 , · · · , xq

1}



제3장. 연구결과 22

이고
|D(µ)| = q − d+ 1

이다.

x0

∆1(I)

∆2(I)

∆3(I)

...

∆d(I)

...

∆ν(I) = ∆q(I)

∆q+1(I)

∆q+2(I)

x1

· · ·
· · ·

· · ·

· · ·

...

∆d+ν(I) = ∆d+q(I)

q q + 1 · · ·
∆0(I)

그림 3.8: 빨간점은 µ, 빨간원은 µ∆ν, 초록원은 µ∆ν ∩∆ν+d

CASE 2. µ = xd−i
0 xi

1, 1 ≤ i ≤ d에 대하여

µ∆ν(I) = {xq+d−i
0 xi

1, x
q+d−i−1
0 xi+1

1 , · · · , xd−i
0 xq+i

1 }

이고
µ∆ν(I) ∩∆ν+d(I) = {xq−1

0 xd+1
1 , xq−2

0 xd+2
1 , · · · , xd−i

0 xq+i
1 }

이다. 따라서
|µ∆ν(I) ∩∆ν+d(I)| = q − d+ i

이다. 이때 D집합

D(µ) = {ρ ∈ ∆ν(I) : µρ ∈ ∆ν+d(I)}

= {xq−d+i−1
0 xd−i+1

1 , xq−d+i−2
0 xd−i+2

1 , · · · , xq
1}

이다.
|D(µ)| = q − d+ i

이다.
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x0

∆1(I)

∆2(I)

∆3(I)

...

∆d(I)

...

∆ν(I) = ∆q(I)

∆q+1(I)

∆q+2(I)

x1

· · ·
· · ·

· · ·

· · ·

...

∆d+ν(I) = ∆d+q(I)

q q + 1
∆0(I)

d− i q + d− i

그림 3.9: 빨간원은 µ∆ν, 초록원은 µ∆ν ∩∆ν+d

다음 과정을 더 쉽게 이해하기 위하여 i = 1일 때와 i = 2일 때를 보고자 한다.
위의 결과에 따라 i = 1이면 µ = xd−1

0 x1이고

D(µ) = {ρ ∈ ∆ν(I) : ρµ ∈ ∆ν+d(I)}

= {xq−d
0 xd

1, x
q−d−1
0 xd+1

1 , · · · , xq
1}

이다. 그 다음 i = 2이면 µ = xd−2
0 x2

1이고

D(µ) = {ρ ∈ ∆ν(I) : ρµ ∈ ∆ν+d(I)}

= {xq−d+1
0 xd−1

1 , xq−d
0 xd

1, · · · , x
q
1}

이다. 이와 같이 역사전식 순서에 따른 xd−1
0 x1 > xd−2

0 x2
1이고 D(xd−1

0 x1) ⊂
D(xd−2

0 x2
1)임을 알았다. 아래의 그림3.10을 참고하면 이해하기 쉽다.

따라서 ∆d(I)\{xd
0}의 원소들을 차수역사전식 순서에 따라 원소를 나열하면

xd−1
0 x1 > xd−2

0 x2
1 > · · · > xd

1

이고 큰 단항식을 선택할수록 D집합들의 관계는

D(xd−1
0 x1) ⊂ D(xd−2

0 x2
1) ⊂ · · · ⊂ D(xd

1)

이다.
이제 1 ≤ r ≤ k라고 하자. µ1 > µ2 > · · · > µr, µi ∈ ∆d(I)에 대하여
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x0

x1

∆0(I)

∆1(I)

∆2(I)

∆d(I)

∆ν(I)

1 2 d q − d+ 2
q − d+ 3

· · · · · · · · · q − 1

...

· · ·

· · ·

· · ·

...

...

그림 3.10: 빨간점은 xd−1
0 x1, 빨간원은 D(xd−1

0 x1), 초록점은 xd−2
0 x2

1, 초록원은
D(xd−2

0 x2
1)

CASE 1. µ1 ̸= xd
0인 경우

D집합들의 관계는

D(µ1) ⊂ D(µ2) ⊂ · · · ⊂ D(µr)

이므로
D(µ1, µ2, . . . , µr) = D(µ1) ∪D(µ2) ∪ · · · ∪D(µr) = D(µr)

이다.

CASE 2. µ1 = xd
0인 경우

CASE 1에 의해
D(µ2) ⊂ · · · ⊂ D(µr)

이다. 그리고

D(µ1) = {ρ ∈ ∆ν(I) : µρ ∈ ∆ν+d(I)}

= {xq
0} ∪ {xq−d−1

0 xd+1
1 , xq−d−2

0 xd+2
1 , · · · , xq

1} ⊂ {{xq
0} ∪D(µ2)}
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이다. 이때 D집합

D(µ1, µ2, . . . , µr) = D(µ1) ∪D(µ2) ∪ · · · ∪D(µr)

= {xq
0} ∪D(µr)

이다.

따라서 µ1 ̸= xd
0인 경우는

min{|D(µ1, µ2, . . . , µr)| : µ1 > µ2 > · · · > µr ∈ ∆d(I)}

= |{xq−d+r−1
0 xd−r+1

1 , xq−d+r−2
0 xd−r+2

1 , · · · , xq
1}|

= q − d+ r

이고 µ1 = xd
0인 경우는 µr = xd−r+1

0 xr−1
1 일 때 최솟값을 갖는다. 따라서

min{|D(µ1, µ2, . . . , µr)| : µ1 > µ2 > · · · > µr ∈ ∆d(I)}

= |{xq
0} ∪ {xq−d+r−2

0 xd−r+2
1 , xq−d+i−3

0 xd−i+3
1 , · · · , xq

1}|

= q − d+ r

이다. 이와 같이 µr을 무엇으로 선택하든 같은 값을 나타낸다. 따라서

δr = min{|D(µ1, µ2, . . . , µr)| : µ1 > µ2 > · · · > µr ∈ ∆d(I)}

= q − d+ r

이다.
이때 C의 길이는 n = |P1

q| = q + 1이고 차원은 k = |∆d(I)| = d+ 1이다. 정리1
에 의하면 1 ≤ r ≤ k 에 대하여

dr ≤ n− k + r

= (q + 1)− (d+ 1) + r

= q − d+ r

이다. 즉 dr ≤ δr이고 정리2에 의하면 dr ≥ δr이므로

dr = δr = q − d+ r

이고 이 값이 정확한 값이 된다.

예제 17. m = 1이고 q = 9라 하자. 그러면 n = 10, k = d+ 1이다. 이때 정리8을
이용하여 CP1

9
(d)의 일반화된 해밍무게를 표 3.3에서 구하여 보였다.
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n k d1 d2 d3 d4 d5 d6 d7 d8 d9 d10 d11

d = 1 10 2 9 10

d = 2 10 3 8 9 10

d = 3 10 4 7 8 9 10

d = 4 10 5 6 7 8 9 10

d = 5 10 6 5 6 7 8 9 10

d = 6 10 7 4 5 6 7 8 9 10

d = 7 10 8 3 4 5 6 7 8 9 10

d = 8 10 9 2 3 4 5 6 7 8 9 10

d = 9 10 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

d = 10 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

표 3.3: CP1
9
(d)의 일반화된 해밍무게
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