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ABSTRACT

On the properties of spheres which are 

circumscribed to tegular tetrahedron

                      Choi Woo-Young

                      Advisor : Prof. Dong Yeol Oh Ph.D.

                      Major in Mathematics Education

                      Graduate School of Education, Chosun University

There is the circle which is circumscribed to a regular triangle. It is 

known that for each point  in the circumscribed circle on a regular 

triangular, the sum of squares of distance from  to each vertices of 

a regular triangular is constant. In this article, we prove such a 

well-known result in a another way and generalize it to regular 

polygons, that is, we prove that for each point  in the circumscribed 

circle on a regular polygon, the sum of squares of distance from  to 

each vertices of a regular polygon is constant. We also prove that for 

each point  in the circumscribed sphere on a regular tetrahedron, 

the sum of squares of distance from  to each vertices of a regular 

tetrahedron is constant.
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1장   소개

평면 도형에 대한 성질 연구는 그 역사가 고대로부터 시작하여 매우 오래되

었으며, 그 기간 동안 이루어진 많은 결과들이 있다. (그러나 참고 문헌을 찾

기는 매우 어렵다.) 특히 평면도형에 외접하는 외접원과 평면 도형과의 성질

에 대한 연구 결과 들이 있다. 임의의 평면도형에 외접하는 외접원이 항상 

존재하는 것은 아니나, 정다각형에 외접하는 외접원이 존재한다는 사실은 자

명하다. 특히 정삼각형에 외접하는 외접원의 경우, 외접원위의 임의의 점에서 

정삼각형의 각 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 합이 일정하다는 사실은 잘 알려

져 있다[2]. 위의 사실로부터 정다각형에 외접하는 외접원의 경우, 외접원위

의 임의의 점에서 정다각형의 각 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 합이 일정한 

지에 대한 자연스러운 질문을 할 수 있다. 또한 평면 도형 정삼각형을 확장

한 정사면체에 대하여서도 성립하는지에 대한 자연스러운 질문(즉 정사면체

에 외접하는 구 위의 임의의 점에서 정사면체 각 꼭짓점까지의 거리의 제곱

의 합이 일정한가)을 할 수 있다. 이 논문에서는 이런 자연스러운 질문에 대

한 연구를 하였다. 

2장에서는 평면 도형의 기본 성질과 3, 4 장에서 필요한 평면 도형의 성질들

을 기존의 평면 도형의 결과들을 제시하였다. 정삼각형의 외접원 위의 임의

의 점에서 각 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 합이 일정하다는 [2] 의 증명 방

법은 임의의 정다각형으로의 확장이 어렵다. 3장에서는 [2] 의 증명 방법과 

다른 방법을 이용하여 정삼각형의 외접원 위의 임의의 점에서 각 꼭짓점까지

의 거리의 제곱의 합이 일정하다는 사실을 증명하였으며 또한 이 결과를 확

장하여 임의의 정다각형의 외접원위의 임의의 점에서 각 꼭짓점까지의 거리

의 제곱의 합이 일정하다는 사실을 증명하였다. 4장에서는 3장에서 사용한 

증명 방법을 3차원으로 확장하여 임의의 정사면체에 외접하는 구 위의 임의

의 점에서 정사면체의 각 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 합이 일정하다는 사실

을 증명하였다. 
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2장   평면도형의 기본 성질

이번 장에서는 평면도형에 대한 기본성질 및 3장에서 필요한 평면도형의 성

질들을 간략히 소개하도록 한다.

다음의 파푸스의 중선정리는 잘 알려진 유명한 정리이다[2]. 3장에서 파푸스

의 중선정리가 자주 나오므로 이 장에서 다시 한 번 증명하도록 한다.

정리 2.1 (파푸스의 중선정리)임의의 ∆ 가 존재할 때, 선분의 중점

을 라 할 때














가 항상 성립한다.

증명

점에서 선분로 수선의 발을 내리 점을 점라 하자. 이러면 다음과 같

은 세 가지 직각삼각형에 대한 피타고라스의 정리를 사용한 식이 나타난다.

∆에서 







………①

∆에서 







………②

∆에서 







………③

   ,    이므로






× 


………④
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   ×  ………⑤

④+⑤를 하면,  

 





× ×


인

데,   이므로, 




 





………⑥

①+②를 하면, 




 








 








인데 

오른쪽 식에 ③을 대입하면 




 


 


이다.

정리 2.2

∆는    인 이등변삼각형이고, 의 중점을 점라 잡을 때, 

∆≡∆이고, ∠ ∠  이다.

증명

의 중점을 라 하였으므로   이다. ∆는 이등변삼각형이

므로 ∠ ∠이다. 즉,   ,   , 

∠ ∠에 의하여 ∆와 ∆는 SAS합동이다.

∆≡∆이므로 ∠  ∠이고 점, 점, 점는 한 직

선 위에 있으므로 ∠  이다.

정리 2.3

임의의 정다각형에 대하여 각 변의 중점을 연결한 도형은 기존의 정다각형과 

닮음이다.

증명

이해를 돕기 위해 먼저 정삼각형에 관하여 증명한다.

∆는 정삼각형이고, 점 , 점 , 점는 각각 선분 , 선분 , 선분
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의 중점이다. 이때, ∆, ∆ , ∆는 모두 이등변삼각형이다. 또한, 

    이고, ∠  ∠  ∠이므로 

∆≡∆≡∆이다. 즉,     이다.

∠  ∠   , ∠ 라 하면,   이다. 

∠  ∠이고, ∠∠  가 되므로 ∠  가 된다. 

같은 방법으로 ∠ ∠  가 된다. 즉, ∠ ∠  가 되고 

여기서   가 된다.

따라서 ∆는 각 변의 길이가 같고 모든 각의 크기가 같으므로 정삼각형

이고, ∆의 한변의 길이보다 짧기 때문에 ∆는 ∆의 닮음이다.

이제 정각형에 대해 증명하도록 하자.

임의의 정각형이 존재한다고 하자. 이때, ∆, ∆,…

∆은 모두 이등변삼각형이다. 또한, ∆, ∆는 

, 
, 
 , 
는 정각형 한 변의 길이의 절반으로 모두 같다. 

또한, ∠, ∠ 역시 정각형의 성질에 의해 같다. 즉, 

∆, ∆는 SAS합동이 된다. 같은 방법으로 ∆, 

∆,…∆은 모두 합동이다. 즉,  , 
,…
의 

길이는 모두 같다.

∠의 각을 라 하고, ∠의 각을 라 하자. 이러면 

  이다. 이때, ∠과 ∠은 로 같은 각이고, 

∠∠∠ 이다. 즉, ∠의 

각은 이고, 같은 방법으로 다각형⋯의 모든 각은 로 동일하다.

따라서 다각형⋯은 모든 변의 길이가 같고 모든 각의 크기가 같은 

각형이므로 정각형이고 기존의 다각형⋯과 변의 길이는 다르므

로 두 다각형은 닮음이다.

임의의 정각형 도형을 이라 하고, 의 각 변의 중점을 연결하여 만든 

정각형을 라 하며 의 중점을 연결하여 만든 새로운 정각형을  , 이

와 같은 방법으로 만들어진 정각형들을     ⋯    ⋯(≤ , ∈ )라 

하자. 또, 의 꼭짓점에서 외심까지의 거리를 라 하자.
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정리 2.4

정각형 에 대하여 의 외심과 의 외심은 같다.

증명

본 증명에 들어가기 전에 이해를 돕기 위하여 정오각형에서 먼저 증명을 하

도록 하자.

는 의 외접원의 반지름이다. 를 반대쪽 원까지 연장시키면 의 

지름이 되고 이 지름은 원을 반으로 나누므로 의 연장선에는 의 중점 

도 지나게 된다. 이는 의 연장선 위에 , 의 연장선 위에 , 의 

연장선 위에 , 의 연장선 위에 가 있다는 것이 되는데          모

두 의점이다. 또, 의 연장선이 의 지름이므로 의 중점 은 위

에 있게 된다. 이는 에서 보면 위에 의 외심이 있어야 하는데 이를 

조금 확장시켜 라 생각하면       에서 만나는 점이 의 

외심이 된다. 그런데 그 점은 이므로 과 의 외심은 같다.

이제 정각형으로 확장해보도록 하자.

임의의 정각형 에 대하여 한 점을  , 외심을 이라 하면, 은 

의 외접원의 반지름이 된다. 의 연장선을 그리면 의 외접원의 지름이 

되는데 이 홀수일 경우 위의 정오각형처럼 의 한 점을 지나게 되어 

이 의 외접원의 반지름이 된다.
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이 짝수일 경우 의 연장선은 



 

을 지나게 되고, 의 연장선은 





 

를 지나게 된다. 즉, 정각형을 반으로 나누는 선분은 항상 을 지나

게 된다. 이때, 의 중점 과 



 




 

의 중점 



 

을 연결한 





 

은 정각형을 반으로 나누므로 을 지나게 된다. 이때, 과 



 

은 의점이므로 의 외심도 이 된다.

즉, 과 의 외심은 같다.

정리2.5

정각형의 각 변의 중점을 연결하여 새로운 다각형을 만드는 과정을 무한반

복하면 정각형의 외심으로 수렴한다.

증명

먼저 정사각형에 대하여 알아보자.

는  , 
는  , 
는 이다.   라 하면  

 
가 되고, 과 

는 닮음이므로  

 
이고,   


가 된다. 같은 방법으로 
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가 되므로 (  ⋯ )는 등비수열이 된다. 즉, lim

→∞
  이므로 

가 에 대하여 한없이 진행되면 외심로 가게 된다.

이제 일반적인 경우에서 lim
→∞
  임을 보이자.

의 한 변의 길이를 라 하고, 정각형 한 각의 크기를 이라 하자. 이

때, 의 인접한 두 꼭짓점과 외심으로 이루어진 삼각형은 이등변 삼각형이

다. 이 이등변삼각형에서 외심에서 한 변의 중점을 연결하면 이등변삼각형을 

이등분하는 직각삼각형 두 개가 나오고 밑변의 길이는 


이다. 밑변과 빗변

의 사잇각은  


가 되므로 cos


 





이므로   cos


가 된다. 즉, 

는 와 비례한다.

이제 과 의 관계를 보자. 정리 2.3의 증명으로부터 sin


 









 


가 

성립한다. 이는 모든 에서 성립하므로     sin


이고, 은 정각형 

한 각의 크기이므로    , 


 이다. 즉,   sin


 이므로 

{}는 공비가 0과 1 사이인 등비수열이 된다. 이는 {}가 유계이고 감소수

열이므로 0에 수렴하여 lim
→∞
  를 뜻하고, 와 는 비례한다고 하였으므

로{}도  우계이고 감소수열이고 0에 수렴하므로 lim
→∞
  이 증명되었다

[1].

가 0으로 수렴한다는 뜻은 의 한 꼭짓점에서 외심까지의 거리가 0으로 

수렴한다는 뜻이고 이는 가 반복될수록 각 꼭짓점들이 외심으로 수렴한다

는 뜻이다.
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3장   정다각형과 외접원의 성질

이 장에서는 정각형의 외접원 위의 임의의 점으로부터 정각형의 각 꼭짓

점까지의 거리의 제곱의 합이 일정한지에 대한 증명을 한다.

이해를 돕기 위해 먼저 정삼각형과 정사각형에 대하여 알아보도록 하자.

정리 3.1

정삼각형의 외접원 위의 임의의 점에서부터 정삼각형의 각 꼭짓점까지의 거

리의 제곱의 합은 일정하다.

증명

∆를 정삼각형이라고 하자. 이때 ∆의 외접원 위의 임의의 점을 

라 하면 







의 값이 일정하다는 것을 보이면 된다.

∆, ∆ , ∆에 관한 파푸스의 중선정리를 이용하자

ⅰ)∆


 

 

 

 ………①

ⅱ)∆


 

 

 

 ………②

ⅲ)∆
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 ………③

①+②+③를 하면



 

 

   

 

 

 

 

 

 

이 되는데  ,  , 는 모두 정삼각형의 한 변의 길이의 절반이므로 일

정하다.

즉, ∆에 관하여 점에 대한 







의 길이의 일정성만 보

여주면 된다.

이러한 과정은 정리 2.5에 의하여 외심으로 가게 되고 이 외심을 점라고 

하면 결국 







, 








, …은 모두  에 관한 식

으로 정리되며 이는 정삼각형의 한 꼭짓점에서 무게중심까지의 거리와 같으

므로 일정하다(∵정삼각형은 외심과 무게중심이 같다)

즉 







는 일정하다.

따름정리 3.2

한 변의 길이가 인 정삼각형의 외접원 위의 점로부터 정삼각형 각 꼭짓점

까지의 거리의 제곱의 합은 이다.

증명

정리 3.1의 증명에 의하여



 

 

   

 

 

 

 

 

 … … ①

이다.

이때,   는 모두 한 변의 길이의 절반이므로 각각 


이다.

점에서 의 각 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 합 즉,   을 

이라 하자. 그리고 ①에서 주어진 값  는 의 한 변의 길이의 절

반들의 제곱의 합 이므로 이를 이라 하자.

이 경우①은     ⇒   이다. 같은 방법으로    

이다.

즉,      이 된다.

이때,       이므로           이고 이 과정을 반복
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하면        ⋯      
  



가 된다.

lim
→∞
은 정리 2.5에 의하여 

(∵ lim
→∞
은 점에서 (∈ )들의 꼭짓점까

지의 거리의 제곱의 합이므로 결국  이 세 개 있는 것이다.)이고, 은 외

접원의 반지름의 길이이므로

 
이다. 즉, 

  이다.

각 (∈)은 의 한 변의 길이의 절반의 제곱을 3배해준 값이므로 의 

한 변의 길이를 구하면 되는데 의 한 변의 길이는 , 의 한 변의 길이

는 의 한 변의 길이의 절반이므로 


이다. 같은 방법으로 의 한 변의 길

이는  의 한 변의 길이의 절반으로 계산하게 되면 

  


    


  ⋯    



  ⋯가 된다. 즉, 

  

∞

  
이다.

따라서   
이다.

정리 3.3

정사각형의 외접원 위의 임의의 점에서부터 정사각형 각 꼭짓점까지의 거리

의 제곱의 합은 일정하다.

증명

⧠가 정사각형이라고 하자. 이때, ⧠의 외접원 위의 임의의 점
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을 라고 하면     의 값이 일정하다는 것을 보이면 된

다.

∆, ∆ , ∆ , ∆에 관한 파푸스의 중선정리를 이용하자

ⅰ)∆


 

 

 

 ………①

ⅱ)∆


 

 

 

 ………②

ⅲ)∆


 

 

 

 ………③

ⅳ)∆


 

 

 

 ………④

①+②+③+④를 하면



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

이 되는데  , ,  , 의 길이는 ⧠의 한변의 길이의 절반이

므로 일정하다.

즉, ⧠에 관하여 점에 대한     의 길이의 일정

성만 보여주면 된다.

이러한 과정은 정리 2.5에 의하여 외심으로 가게 되고 이 외심을 점라고 

하면 결국 ,      ,     …은 모두 

 에 관한 식으로 정리되며 이는 정사각형의 한 꼭짓점에서 무게중심까지

의 거리와 같으므로 일정하다.

즉     는 일정하다.

다른 증명

⧠가 정사각형이므로 와 는 외접원의 무게중심을 지나게 된다. 

즉, 와 는 외접원의 지름이므로 ∆와 ∆는 직각삼각형이다. 

따라서     이고,     이다.


 

 

 

  

 

 이므로 정사각형의 외접원 위의 임의의 
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점에서부터 정사각형 각 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 합은 일정하다.

따름정리 3.4

한 변의 길이가 인 정사각형의 외접원 위의 점로부터 정사각형 각 꼭짓점

까지의 거리의 제곱의 합은 이다.

증명

정리 3.3의 다른 증명에 의해         이므로 

두 대각선의 길이의 합을 구하면 된다.

정사각형이므로 한 대각선의 길이는  가 되므로 


 

 

 

   이다.

정리 3.5

정다각형의 외접원 위의 임의의 점에서부터 정다각형 각 꼭짓점까지의 거리

의 제곱의 합은 일정하다.

증명

정리 3.1과 정리 3.3에 의하여 이 3,4일 때 성립함을 알 수 있다. 이때, 정

리 3.1과 정리 3.3은 증명방법이 같으므로 임의의 정 각형에 대해서도 같은 

증명방법을 사용하면 된다.

즉, 임의의 정각형  ⋯의 외접원 위의 임의의 점 에 대하여 




⋯
의 값이 일정하다는 것을 보여주면 된다. 이 역시 증명

하면 정리 2.5의 그림과 같이 정각형  ⋯ 이 나올 것이고 정리 3.1과 

같은 방법으로 증명하면 모든 꼭짓점이 로 수렴함을 알 수 있다.

이제부터 정리 3.3의 역이 성립하는지 보자. 즉, 외접원을 갖는 다각형에 대

하여 외접원 위의 임의의 한 점으로부터 다각형의 각 꼭짓점까지의 거리의 

제곱의 합이 일정하면 이 도형은 정다각형인지 알아보도록 하자.

다음 직사각형을 살펴보면 위의 역은 성립하지 않음을 알 수 있다.
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위의 직사각형 의 외접원 위에 임의의 점 에 대해서 ∆와 

∆는 직각삼각형이다.(∵와 가 외접원의 지름)

                   가 성

립한다.

따라서 정리 3.3의 역은 성립하지 않음을 알 수 있다.

다음 정리는 정리 3.5의 역이 성립하지 않음을 직사각형이 아닌 이 짝수일 

때, 임의의 각형에 대해서도 성립하지 않음을 보여주는 정리이다.

정리 3.6

외접원을 갖는 임의의 각형에 대하여 이 짝수일 때, 외접원 위의 임의의 

점으로부터 각형의 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 합이 일정하여도 이 각형

이 정각형은 아니다.

증명

외심을 갖는 이 짝수인 각형은 외접원 위의 임의의 점와 각형의 꼭짓

점 두 개를 연결하여 외심을 지나는 직선을 연결하면 항상 직각삼각형이 나

오게 된다. 각형의 꼭짓점 두 개를 연결하여 외심을 지나는 직선은 


개 이

므로 이들은 외접원의 지름의 길이를 이라 하면 각형의 외접원 위의 임의

의 점으로부터 각형 각 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 합은 항상 


가 된
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다.

따라서 외접원을 갖는 임의의 각형에 대하여 이 짝수일 때, 외접원 위의 

임의의 점으로부터 각형의 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 합이 일정하지만 이 

각형이 정각형일 필요는 없다.

정리 3.5의 증명방법을 이용하면 다음을 쉽게 알 수 있다.

정리 3.7

정다각형의 외심을 중심으로 갖는 임의의 원에 대하여 원 위의 임의의 점으

로부터 정다각형 각 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 합은 일정하다.

정리3.6은 정리3.3의 다른 증명방법을 보면 쉽게 생각할 수 있다. 결국 이 

짝수인 임의의 각형은 


개의 외접원의 지름이 되는 선분들의 양 끝점들을 

이은 다각형이다. 하지만 이 홀수인 경우 및 정리3.6의 증명에서 나온 특수

한 이 짝수인 다각형을 제외한 다른 다각형들에 관해서는 다음 연구자에게 

맡기도록 한다.



- 15 -

4장   정사면체와 외접구의 성질

3장에서는 정각형의 외접원 위의 임의의 점으로부터 각 꼭짓점까지의 거리

의 제곱의 합이 일정하다는 것을 증명하였다. 이 장에서는 차원확장을 시킨 

정사면체에 대하여 알아보도록 하자.

정사면체에서의 증명을 하기 위해서는 새로운 증명법이 필요한데 정리3.1과 

같은 증명을 조금 다른 방법으로 증명해보자.

정리 4.1

정삼각형의 외접원 위의 임의의 점에서부터 정삼각형의 각 꼭짓점까지의 거

리의 제곱의 합은 일정하다.

증명

ⅰ)점가 점 , 점, 점인 경우

점가 점인 경우를 보면 







는 





이다. 즉, 정삼각

형의 한변의 길이는 일정하므로 점가 점인 경우는 







의 

값이 일정하다.

같은 방법으로 점가 점일 경우와, 점인 경우도 동일하게 증명이 된다.

ⅱ)점가 점 , 점, 점 모두 아닌 경우

점가 원위의 임의의 점이라고 하였으므로 ∆를 만들 수 있다.
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∆에 대하여 정리 2.1을 이용하면






 





………①

같은 방법으로 ∆에 대하여 정리 2.1을 이용하면






 





………②

또, ∆에 대하여 정리 2.1을 이용하면






 





………③

①+②+③을 하면


















 















⇒























③을 오른쪽 식에 대입해보면












 


 


 






                  








이때, 는 정삼각형의 한 변의 길이의 절반, 는 원의 반지름의 길이, 

는 정삼각형의 높이( )의 


이므로  ,  ,  모두 길이가 일정하

므로 







의 값은 일정하다.

정리 4.1은 정삼각형의 무게중심의 특수성을 이용한 증명방법이다. 본 증명

으로 들어가기 전에 몇 가지 정리를 보고가자.

정리 4.2

정사면체의 외심과 무게중심은 같다.

증명

정사면체의 무게중심은 정사면체의 각 꼭짓점에서 마주보는 정삼각형의 무게

중심으로 이은 선분(중선)들의 교점과 같다[3]. 이때, 정사면체이므로 각 중

선들의 길이가 모두 같으므로 정사면체의 무게중심으로부터 각 꼭짓점까지의 

거리도 같다. 즉, 무게중심으로부터 각 꼭짓점까지의 거리가 일정하므로 무게

중심은 외심이다.

정리 4.3

정사면체의 각 면의 무게중심을 연결하여 만든 다면체는 정사면체이며 이 과
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정을 무한히 반복하면 정사면체의 외심으로 가게 된다.

증명

정사면체의 쌍대다면체는 정사면체이므로 정다면체의 각 면의 무게중심을 연

결하여 만든 다면체는 정다면체이다.

                  , ∆의 무게중심

을 점 , ∆의 무게중심을 점, ∆의 무게정심을 점, ∆의 

무게중심을 점라 하자.

이때, 정사면체 의 무게중심의 좌표는 



   


   


    
인데 이는

  

  


  


  
, 

  

  


  


  
, 

  

   


   


   
, 

  

  


   


   
 이고, 정사면체 의 무게

중심은

   


   


    
 이므로 정사면체의 

각 면의 무게중심을 연결하여 만든 정사면체는 기존의 정사면체의 무게중심

과 같다. 이 과정을 무한히 반복하게 되면 무게중심 한 점으로 수렴하게 되

는데 정리 4.2에 의하여 무게중심과 외심은 같으므로 정사면체의 외심으로 

수렴하게 된다.
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정리 4.4

정사면체의 외접구 위의 임의의 점으로부터 각 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 

합은 일정하다.

증명

ⅰ)점가 점 , 점, 점, 점인 경우

점가 점인 경우를 보면 










는 








이

다. 즉, 정사면체의 한변의 길이는 일정하므로 점가 점인 경우는 












의 값이 일정하다.

같은 방법으로 점가 점일 경우와, 점, 점인 경우도 동일하게 증명이 

된다.

ⅱ)점가 점 , 점, 점, 점 모두 아닌 경우

점가 구위의 임의의 점이라 하였으므로 정사면체  의 한 면인 

∆와 점에 대한 파푸스의 중선정리를 이용하면









 








이 되는데 은 정사면체 

 의 한 변의 길이( )의 


이므로 일정하고, 은 ∆의 높

이 의 


이므로 일정하다. 하지만 은 구위의 임의의 한 점에서 
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∆의 무게중심에 연결한 선분이므로 이 길이는 알 수 없다.

같은 방법으로 ∆의 무게중심 까지의 길이  역시 모르고 ∆

의 무게중심 까지의 길이 와 ∆의 무게중심 까지의 길이 

의 길이도 모르게 된다.

즉, 










는

∆에 대한 








∆에 대한 








∆에 대한 








∆에 대한 








을 모두 더하면     가 된다.

여기서 










의 길이만 알면 되는데  ,  ,  , 

는 ∆ , ∆, ∆ , ∆의 무게중심이므로 새로운 정사면체 

 를 만들 수 있다. 이 정 사면체로 위와 같은 방법을 사용한다면 

각 면에 대한 무게중심을 연결한 새로운 정사면체가 나타나게 될 것이고 이 

과정을 무한 번 반복하게 된다면 정리4.3에 의해 정사면체 의중심

(또는 구의중심)으로 가게 된다. 즉, 에 관한 길이가 되므로 는 구의 

반지름이므로 일정하다.

따라서     의 값은 일정하다.

정리 4.4의 증명방법을 이용하면 다음을 쉽게 알 수 있다.

정리 4.5

정사면체의 외심을 중심으로 갖는 임의의 구에 대하여 구의 한 점에서부터 

각 꼭짓점까지의 거리의 제곱의 합은 일정하다.
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