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ABSTRACT

A classification of posets which have the ideal

isomorphic properties

Shim, Seo Yeong

Advisor : Prof. Oh, Dong Yeol

Major in Mathematics Education

Graduate School of Education, Chosun University

Partially ordered sets have been of interest and have had important

applications in many areas including combinatorics and coding theory. It is

very difficult to classfy the posets which are not isomorphic. In the thesis, we

introduce an ideal of poset, and define an ideal isomorphic properties in

posets. We give a necessary condition for posets to admit an ideal isomorphic

property. Finally we classify all the posets which admit a strong ideal

isomorphic property.
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개1

순 집합 집합 합(partially ordered set) , , (coding theory),

수학 등 수학 야에 폭 게 나타나고 그 도 다양하다 특, .

에 에 등에 하여 순 가 처1995 Brualdi [1] (poset codes)

개 후 순 에 한 한 연 가 루어지고 다 [2,3,4].

동 아닌 순 집합 하는 것 야 연 들에게 한 연

주 다 그러나 동 아닌 순 집합 하는 것 거 가능에.

가 운 다 라 특 한 질 갖는 순 집합 하고 한다. .

문에 는 순 집합에 아 얼 동 질 하고 아 얼 동 질,

갖는 순 집합 하고 한다 에 는 문에 필 한 순 집. 2

합과 에 한 들과 그 본 질들 시한다 순 집합에.

순 동 미 아 얼에 한 가 개 다 에 는 아 얼 동. 3

질 갖는 순 집합 한 필 건 단계 원 직후 개수에0

한 특징 찾았다 에 는 한 건하에 아 얼 동 질 강한 아. 4 (

얼 동 질 갖는 순 집합 하 다 체 강한 아 얼) .

동 질 갖는 순 는 가지 에 없 다.
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순 집합2

에 는 순 집합 질에 하여 개하도 하 그 내

참고하 다[5] .

2-1 집합: 상 계 ‘≤ 가 다 가지 건 만 하’ 순 집합

라고 하고(partially ordered set) ≤ 나타내 도 한다 한편 순.

순 라고도 한다.

사 든(reflexive) :⑴ ∈에 하여 ≤

칭 (anti-symmetric) :⑵ ≤  고  ≤ 

 

(transitive) :⑶ ≤  고 ≤  ≤ 

2-1-1 연수집합. 에 “는  수 라는 계는” 에 순 다.

순 계 ‘≤ 나타내 만들 알 쉽다 하 다 아그램’ ‘ ’ ( )⎯

2-2-2 .   집합 는 포함 계 에 하여‘ ’⊆

순 집합 다.
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2-2:  순 집합 라 하 . ∈에 하여   고   

가 는 원  가 에 재하지 않   직후 (succ ), 

 직 ( 라고 한다) .

에2-2-2 는  직후 고, succ   다 또한.

는    직 므 ,    다.

2-3 순 집합:  에 하여 함수   → 가 건∀∈ ≤ 

⇒ ≤  만 하  순 보 함수 라고(order preserving function)

한다.

2-4 순 집합: 에 하여 함수   → 가 단사함수 고 ∀

∈ , ≤  ⇔ ≤   순 동 사상(order isomorphic

라고 하고function) , ≅ 나타낸다.

2-3-1 집합 ,에 하여 는 순 계가 없고,

    순 계가 다고 하 그러. 는 순 집합 다 집합.

에 집합  가는 다 함수 생각하 .
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함수는 순 보 함수 나 순 동 아니다.

2-4-1 집합, 에 하여    ,     순

계가 다고 하 그러. 는 순 집합 다 집합. 에 집합 

가는 다 함수 생각하 .

함수는 순 동 사상 다.

다 리는 순 집합 순 동 한 동치 건 나타내는 것

그 에 나 나 여 에 다시 한 하도 한다[5] .

리2-5 순 집합: 에 하여 함수   → 가 단사라고 하 그러.

함수  가 순 동 사상 한 필 건 함수  역함수 

가

순 보 함수 다.

함수: )⇒  가 순 동 사상 므 는 순 보 함수 다 그리고 함수.  가

단사 므 ∈ 에 하여 ()= 가 립한다. 

 집합  원 라 하 ≤ ⇔≤ ⇒

()≤


()

다 그러므 역시.  는 순 보 함수 다.
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역)⇐   가 순 보 함수라 하 그러. ≤ ⇒

()≤



() ⇒≤  고 가 순 보 함수 므 ≤  ⇒ ≤도 립한다.

그러므 함수  는 순 동 사상 다.

2-6:  순 집합 라고 하 . ( )≠∅  ⊆  에 하여 다

건 만 하   아 얼 라고 한다:

∀∈ ∈ 에 하여, ≤  ⇒ ∈

2-6-1 원 순 계: : , :• —

 아 얼 아니다={1,3,4} : .(∵ ∈∈,   계가 지만

2∉ 다.)

 아 얼 다={1,3} : .

 아 얼 다={1,2,3,4} : .

 순 집합 라고 하고   집합 라고 하 ╲=  미한다.

참고 : 가 순 집합 고 가 아 얼 ╲ 도 순 집합 다.

:

사 든:① ∈╲에 하여 ∈ 고 는 순 집합 므  
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다.

칭 든:② ∈╲ 에 하여 ∈ 므   고   

  다.

든:③   ∈╲ 에 하여  ∈ 므   고   

  다.

2-7 : 가 순 집합  원 에 하여 ≤  거나

 ≤  원  는 비 가능 라고 한다 순 집합(comparable) . 

원 가 비 가능하  순 집합 라고 한(totally ordered set)

다.

보 리 2-8 : 순 집합 든 집합 순 집합 다 또한 순.

집합 든 집합 순 집합 다.
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아 얼 동 질3

에 순 집합 아 얼에 해 살펴보았다 에 는 아 얼 동2 .

질 갖는 순 집합 하고 그 순 집합 질 살펴보도 하 .

체 아 얼 동 질 갖는 순 집합 필 건 찾도 한다.

3-1 순 집합: 가 다 질 만 하 가 아 얼 동 질

갖는다고 한다(ideal isomorphic property) .

 아 얼 ,  에 하여 ≅ ╲≅╲ 다.

3-1-1 아 얼 동 질 는 순 집합

3-1-2 아 얼 동 질 없는 순 집합

순 집합 에 하여  단계집합  다 과 같 귀납 한

다.

≔∖, =

≔∖, =
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≔∖, = ......

순 집합 가  집합 =
 



 라고 하 .

다 가 순 집합 다4 .

: =
 



(P)

는 순 집합 체 나타내는 것 고, 는 순 집합 0 ,

가 아래에 치한 집합 나타낸 것 고,  집합에  뺀 나 지 집합

미한다.

아 얼 동 질 갖는 가 순 집합 태 생각해보2 .

① │ 경우=1 ;│

그림[ 1]
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그림 그림[ 2] [ 3]

그림 그림 그림[ 4] [ 5] [ 6]

순 집합 보 그림 그림 그림 는 아 얼 동 질[ 1], [ 2], [ 4]

갖지만 그림 그림 그림 아 얼 동 질 갖지 않는다[ 3], [ 5], [ 6] .

만약 ={,, ... , 고} ={} , < ( = 1, 2, ... ,  고-1)

  순 계가 없는 경우 생각해보 .

 집합 에 ={}, ={ 라고 하}  는 동 다 아 얼.

동 질 갖는지 하 하여 ╲, ╲ 생각해보 . ╲는  포

함하지 않는 집합 고 ╲ 는  포함하는 집합 므 ╲상에 │

{∈ │  } =│  다 그러나. ╲상에 는 {│ ∈│  }│

= 다.

그러므 ╲ ≇╲ 다.

라  든 원 가  한 개 원 순 계가 어야 한다.
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②│ 경우=2 ;│

그림[ 1]

그림 그림 그림 그림[ 2] [ 3] [ 4] [ 5]

그림 그림 그림 그림[ 6] [ 7] [ 8] [ 9]

│ 에 그림 그림 그림 그림 만 아 얼=2 [ 1], [ 2], [ 3], [ 6]│

동 질 갖는다 한 원 가 가 많 가 다 집합 에. .

보 아 얼 동 질 갖는 특징 든 ∈에 하여 │

succ  가 함 알 수 다.│

가 순 집합 간단 살펴보3 .

그림[ 1]
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그림 그림[ 2] [ 3]

그림 그림 그림[ 4] [ 5] [ 6]

그림 그림 그림 그림[ 7] [ 8] [ 9] [ 10]

순 집합에 아 얼 동 질 갖는 는 그림 그림 그[ 1], [ 2], [

림 그림 그림 다 순 집합 든4], [ 7], [ 8] . ∈에 하여

succ  각 단계집합 집합 개수가 한 상수 보 고 다.

들 공통 갖는 특징들 리해보 .

리3-2 : 만약 순 집합 =
 



가 아 얼 동 질(Ideal

갖는다 각각isomorphic property) ∈에 하여 succ 

원 개수는 한 상수 다 욱. │succ  ∩  는 각각│ 

에 하여 한 상수 다. , │succ  ∩  는│ ∈ 택

에 달 는 것 아니라  택에 달 다.
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: =
 



 고 ≠∅라고 가 하 .

∈에 하여 <<< ... < 만 하는 가  사슬 택

하 .

∈, ∈ 1≦≦ 에 하여

│ ∩ succ  =│ │ ∩ succ  보 .│

A= Min(P) {∖ } , B= Min(P) {∖  고} A B≅ 는 아 얼 동 질 갖

는 순 집합 문에 므 함수가P A P B : P A P Bπ →∖ ≅ ∖ ∖ ∖

다. <<< ... < 는 상에 가P A∖  사슬 므 상에, P B∖

도 가  사슬 갖는다.

Min(P B) {⊆∖ }⋃ 므 상에 가P B∖  사슬 

해야 한다 라. (π )= 다. ∈ ∩ succ () <<

만 하는 ∈ 원 는 재하지 않는다.

욱 
′
∈ ( = 1,2,3, ... ,  에 하여-1 ) : P A P B ,π →∖ ∖ = (π ) <

(π  고) 
′  < 

′  < ... < 
′  <  므 ′<

′
< ... <

′

만 하는  사슬 다 그러므-1 .  ∈  ∩ succ ()

고 ∈ 에 하여 │ ∩ succ () =│ │ ∩

succ ( 다) .│

다 리 간략한 시들 다3-2 .

3-2-1
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╲, ╲ ⇒ ≅

  ╲→╲ ,

∈ ∩succ  , ∈∩ succ 

  ╲→╲

3-2-2.
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╲, ╲ ⇒≅

  ╲→╲ ,

╲, ╲ 집합에  원 개수는 개 다4 .

∈ ∩succ  , ∈∩ succ 

  ╲→╲ ;

아 얼 동 질 갖는 순 집합 리 만 한다 그 역 립하는3-2 .

지 살펴보도 하 다 단계 순 집합들 고 해보. 2 .
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순 집합 아 얼 동 질 갖고 리 역도 립한다3-2 .

각각 ∈에 하여 succ  원 개수는 상수 고2 │

succ  ∩  는 각각│  에 하여 역시 상수가 는 순2

집합 아 얼 동 질 갖는다.

그러나 다 순 집합 생각해보 .

순 집합에 동 개 집합  라고 하 .    ,

    ≅ 다.

아 얼 동 질 갖 해 는 ╲≅╲ 보 다.

╲ :

╲ :
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╲ 집합에 는    = ,    =  다. ╲ 집합에

는   = ,    =  다 단( , ∈ 그러므).

╲≇╲ 다 순 집합. │succ  하고=1│ │

succ ∩ 한 상수 지만 아 얼 동 질 갖지 않=1│

는 순 다 라 리 역 립하지 않는다. 3-2 .
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강한 아 얼 동 질4

에 는 아 얼 동 질 갖는 순 집합 하도 한다.

리 는 아 얼 동 질 갖는 순 집합 하는 것 매우3-2

어 다 라 한 건 첨가한 아 얼 동 질 갖는 순 집합.

하도 한다.

순 집합  ∈에 하여 = succ x ∪

하 .

보 리4-1 : =
 



가 아 얼 동 질 갖는 순 집합 라고 하

만약 각각.  ∈ 에 하여 │ =│  고 ⊆⋃

 ∈ 에 하여 │Pr 는 한 수 상수( )│

갖는다.

: 가 가 만 하는 순 집합 라고 하 리 에 하여. 3-2

∈ 에 해 │succ ( 는 한 수)│  갖는다 역시.

집합 ⊆ 에 하여 ╲⊆⋃ 다.

∈ 에 해 │ 상수가 아니라고 가 해 보 각.│

각 에 해 │ 값 값│  라고 나타내 . ││

=│ =│  므 1≤  <  ≤ 는 당연하다. S {y∈≔ │

Pr=  집합 에 해} S 1 S <≤ │ │  다 그러므.
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{Pr y S }│ ∈ ⊊   .............(1) ,

  는 원 개수가 개 집합에 개 원 갖는 집합 다.

│ =│  문에  =  경우에 한해 식 변(1)

집합에 포함 지 않는  집합 택할 수 다 만약B .  에 해

는 에 하여 원 든B  계가  >  라 , 는 원 가S

아니다 그 문에. │ >│  다 그러므. │╲ =│

│ -│ │ 다.│

가 원 경우에S B Pr가 같 개수 가지는 

집합 므  ≅ Pr 다 라. ╲ ≅ ╲Pr

다.

그러나 는 ╲Pr 에 원 므

╲Pr ≧ -Pr 고 것+1 ,

╲≅╲Pr 에 순 다 라. │ 는 상수 다.│

보 리 만 하지 않는 순 집합4-1  생각해보

│ =3,│ Pr= 므 │Pr =1=│  고 S {y≔

∈│Pr=  므} S= 다 에 미하는.   =
, ,  므 B= ,  가 다. B=라고 는다 │╲

=│ │ -│ │ 가 다 에 해=3-1=2 .│ ╲Pr

≧- Pr 므 순 도할 수 다 아래 시+1 3 .
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╲ ╲Pr 비 해 보 쉽게 알 수 다.

보 리4-1 ∈ 에 하여 succ x∈  고 │

 =│ │ 만 하는 순 집합│ =
 



 는 아 얼 동 질

갖는다는 것 다 다 과 같 간략한 시 보 수 다. .

│ = 3,│ =⋃ , ∈

리 보 리 결합 질에 해 강한 아 얼 동 질 갖3-2 4-1

는 순 집합 할 수 다.

4-2 : =
 



가 상에 순 집합 라고 하 아 얼 동[n] .

질 갖는 가 다 건 만 하 강한 아 얼 동 질 갖는다고 말할

수 다.

같 집합들(①  같 원 개수 갖는다) .
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② ∈ 에 하여 N(x) ⊆  ⋃  다.

강한 아 얼 동 질 갖는 순 집합 하게 해보 .

보 리 4-3 : =
 



가 강한 아 얼 동 질 갖는 순 집합

라고 하 그러.  ⋃ 는 다 하나 다.

① 가 사슬 결합 태2

② 상하 연결체 순 집합

③ 상하연결체 순 집합

시 :

① ② ③

: =
 



가 각각 에 하여 │ 강한 아 얼 동 질=m│

갖는 순 집합 라고 하 . ∈, ∈ │ =│ ││

=  므 succ () ( 는 리 보 리 에) 3-2, 4-1

해 같 상수 갖는다. |succ ()| =|()| = 라고

.

다 순 집합 생각해 보 .

S = { ()││ =│  , ∈ 든, ∈에 하여   }

⊆ ,│ =│  에 하여 ={ ∈ 든│ ∈에 하여
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  라고 하 우} .  는 집합 계없는 상수 보 도 하 .

      ⊆에 하여 ≠  라고 가 하 .     

므 ≅ 고 는 아 얼 동 질 므 ╲≅╲ 다 각각.

∈에 하여 │() =│  므 ╲ =│ -│ ││

+│ 고│ ╲ =│ -│ │ +│ │ 다 그러나 가 에.│

≠  므 ╲≠╲ 가 어 순 생 다 그러므.

│ 는 상수 한 수 다( ) .│

 원 개수 알아보 .

각각 ∈에 하여 │() =│  므 ∈ 만 하는

 집합는 하게 하나 재한다 라.     다.

   ⊆에 하여  든 원 보다 큰  원 는 

원 다 라.        ,   ≥  다.

 원 개수에 한 다 식 울 수 다.

   ,  ≥  고    ≥ 

는 양 수 므  ≤ 수 에 없다. ≠    경우,  
 고 참고문헌( [1])  ≥  므      만 립한다 라.

식 만 하는 경우는 다 가지 경우 에 없다.

경우 1 :  경우=1 ,    ⊆에 하여    므=1  ⋃

는 가 2 개 사슬 결합 다.

경우 2 : = 경우-1 , =-1 ⊆에 하여    므=1 

⋃는 상하연결체 순 집합 다.
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경우 3 : = 경우, = ⊆에 하여  = 므  ⋃

는 상하 연결체 순 집합 다.

4-3-1

│ = 3 =│ ,

보 리 만 하는 집합 원 개수가 개 순 집합4-3 2  생각해

보

 =     다.

∈에 하여 │() =│ 므2   원 개수가 2

 집합는 하나 재한다.

∴   = 3

만약   라  든 원 보다 큰  원 가  므 

, │ 고= 1│   라   므    다= 1 . ││

는 언 나 상수 다. ∴      × 

그러므 │succ  =│ │ = 2 =│  상하 연결체

가 다.

리 4-4 : =
 



 는 강한 아 얼 동 질 갖는 │ =│ 

순 집합 라고 하 .
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그러 ≤  ≤  각각 에 하여 ∪ 다 순 집합

하나 다.

⑴ 가 2 개 사슬 결합

⑵상하 연결체 순 집합

⑶상하연결체 순 집합 다.

귀납 해보 보 리 에 하여: . 4-1  ⋃는 가 2

사슬 결합 거나 상하 연결체 거나 상하연결체 순 집합 다.

  ╲ 라고 순 집합.  역시 강한 아 얼 동 질

하 다.  아 얼 동 질 갖는 것 보 는 것 어

지 않다. 과   순 동 아 얼 라고 하 . = 

당연하다.  에 해 생 순 집합 에 아 얼   과

   생각해보 .     ,    라고 .

첫 째 ∪ 태가 상하 연결체 순 집합 라고 가 해보

하게  는 에 아 얼 동 다 욱. ╲╲ 고 ╲

╲ 므 ╲ ╲는 순 동 다.

첫 째 ∪ 태가 상하연결체 순 집합 라고 가 해보 만.

약 =  ╲ ╲는 상하 연결체 순

집합 경우에 같 순 동 다 만약. =  

에  순 동 사상 다 라 역시. ╲에 ╲ 순 동 사

상 다. ╲ ╲는 단 하나 원 갖 문에 그 원 는 순

동 사상에 해 원 보내진다 라. ╲ ╲는 순 동 다.

첫 째 ∪ 태가 2 개 사슬 결합 라고 하 그러.

 고  다. 과  에 순 동 아

얼 므  는 에 순 동 아 얼 다 냐하. ( ∪

태가 2 개 사슬 결합 다 라.) ╲에 ╲ 순 동 사

상 다.   ╲→╲ ╲에 ╲ 순 동 사상 라고 하 .

╲ ╲는 에 고 ╲⊆╲,╲⊆╲ 므
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 ╲ 한 하(restriction) ╲에 ╲ 순 동 사상

다.

리들 강한 아 얼 동 질 갖는 순 집합 가지 들 살

펴보았다 각각 단계들 첫째 사슬 경우 째 상하 연결체 경우. , ,

째 상하연결체 경우 다, .
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