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ABSTRACT

Tangent line of isotomic conjugate

Min Young Seo

Advisor : Prof. Ahn, Young Joon, Ph.D.

Major in Mathematics Education

Graduate School of Education, Chosun University

In this paper we present tangent line of isotomic conjugate. Tangent

line of isotomic conjugate has a small point of difference than tangent

line of isogonal conjugate in internal of triangle. We illustrate

difference of isotomic conjugate and isogonal conjugate.

Key Words : homogeneous barycentric coordinate, isogonal conjugate,

isotomic conjugate, Ceva theorem, tangent line, internal angle.
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공액 에 한 연Isotomic

Tangent line of isotomic conjugate

개1 .

평 하학 란 평 에 어 도 양 크 치 계 등에 한 질, ,

연 하는 하학 한 야 재 등 하학 라고 하는 것 에,

포함 다 그리고 그 상 는 도 평 도 라 하 들 평.

상 어 다각 원 차곡 등 에 해당 다 학수학, , , .

에 학 본 주에 하는 평 하 여러 가지 한 리

들 살펴보다가 본 문 연 하게 었다 삼각 과 그 여러 가.

지 내심 심 수심 무게 심 등에 해 는 학 수학에 많 학습, , , ,

루어진다 평 하학에 는 들에 한 리들 다양하게.

다 근에 삼각 꼭지 에 하는 차곡 과 차곡 등각.

공액 곡 어 차곡 지에 한 연 결과가 었고 우리는 한,

변에 평행한 직 등각공액과 공액 곡 에 하여 연 하게 었isotomic

다. 본 문에 는 리 트릭 비(homogeneous barycentric coordinate)

하여 삼각 내 에 한 변과 평행한 고 그것 공액isotomic

과 등각 공액 그 그 변(isotomic conjugate) (isogonal conjugate)

꼭지 에 어떻게 만나는지 연 하 다.

문 다 과 같다.

에 는 스 리 스 어트 리 미 리 라우스2 , , ,

리 체 리 같 수학 리 개하고 공, isotomic

액과 등각 공액에 해 알 진 사실 리하고 들 공액 리 트릭

하 다 한 리 트릭 비 차 리 지어 곡 에.

하여 미 알 진 사실 개하 다.

에 는 삼각 내 에 한 변과 평행한 고 그것 공액과3 isotomic

등각 공액 그 그 변 꼭지 에 삼각 꼭지각

지나는 고 에 만나는지에 하여 하 다(fixed line) .

에 는 결 에 해 리하 다4 .
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연 결과2 .

에 는 평 도 에 알 진 스 리 스 어트 리 미2 , ,

리 라우스 리 체 리 리 트릭 비 등각 공액, , , ,

공액 차 리 지어 곡 개하고 한다isotomic , .

스 리 스 어트 리2.1 . ,

스 리는 삼각 과 변 사 계 술한 리 다.

리 스 리 라 보통 아폴(Pappus’s median Theorem)

니 스 리라고도 다.

삼각 에   라 하 .

∠  라 코사 칙에 해, 2

      ⋅ cos ⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯ 

       ⋅ cos ⋯⋯⋯⋯⋯ 

다 한편. ,

 , cos   cos

므

      ⋅ cos

다 식. 과 에 해

         

립한다.
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리 스 리2.1 (Pappus’s median Theorem)

삼각 에 변   라 하

         

다. [5]

스 리 하여 변,     내 하는 라 하

. ∠  라


   

 

다.

라 코사 칙에 해2

      ⋅ cos

  
 



 ⋅
  cos ,⋯⋯⋯⋯ 

      ⋅ cos 

   
 



 ⋅
  cos ⋯⋯⋯⋯ 

다 식. 과 에 각각 과  곱하여 하

       
  

얻 수 다.

리 2.2 스 어트 리(Stewart’s Theorem)

삼각  변     내 하는 라 하

       
  

립한다 만약.    ,

    

므

       

나타낼 수 다. [5]
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미 리2.2 .

미 는 원 경 집트 신 그리스 천문(Ptolemios, Klaudios) 150

학 다 미 리는 프 마 스 리라고도 다. .

사각 가 원에 내 한다고 하 그리고 각.  에 ∠ ∠

게  는다. , ∆ ∆ 원주각 므( ) ∆ ∾∆

닮  다. 라







, ⋅  ⋅

다.

한편, ∠ ∠ ∵∠ ∠ , ∠  ∠ 원주각( )

므 ∆ ∾∆ 닮  다 라.







, ⋅  ⋅

다 그러므.

⋅ ⋅ ⋅⋅

   

⋅

다.

리 2.3 미 리(Ptolemy’s Theorem)

원에 내 하는 사각 에

⋅ ⋅ ⋅

가 립한다. [5]
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라우스 리 체 리2.3 . ,

라우스는 그리스 수학 ∙천문학 고 체 는 탈리아, (1647~1736)

하학 다 라우스 리 체 리는 리 알.

다 리는 사 하학에 어 본 리 다 라우스. .

리 하여 체 리 할 수 고 삼각 에 심 수심 내심, ,

재 체 리 하 쉽게 보 수 다.

삼각  변  는 그 연 어느 꼭지 도 지나지,

않는 한 직 과 만나는 각각 라 하 한 삼각. 에 꼭

지  지나고 직 에 평행한 변  만나는 라 하 .

그러






 




만 한다 라.



⋅



⋅




므



⋅

⋅

 

다. , 가 

⋅

⋅

  만 한다 는

동 상에 다.



- 8 -

리 라우스 리2.4 (Menelaus’s Theorem)

삼각  변  는 그 연 어느 꼭지 도 지나지,

않는 한 직 과 만나는 각각 라 하 ,



⋅

⋅

 

계가 립한다. [3,5]

삼각  꼭지  삼각 변 는 그 연 에

지 않는 한  연결한 직 변 는 그 연 과 만

나는 각각 라 하 한 삼각.  내 에 가

고,  연 과 변  라 하 그러. ∆ ∆는

동 한 변  갖고 므 그 비는 각각 꼭지, 에

변 에 내린 수 비 다 라. ,



∆
∆

 

∆
∆

 

∆
∆

므 가 다 만 한다 한 에 만난다.



⋅

⋅

∆
∆

⋅∆
∆

⋅∆
∆

 

리 체 리2.5 (Ceva’s Theorem)

삼각  꼭지  삼각 변 는 그 연 에

지 않는 한  연결한 직 변 는 그 연 과 만

나는 각각 라 하 ,



⋅

⋅

 

계가 립한다. [3,5]
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리 트릭 비2.4 .

(Homogeneous Barycentric Coordinates)

∆에 는 비        할 수 다 만약. ,

     ∆ ∆ ∆ 경우 ∆에 한  리 트

릭 비는        다 러한 수들. ∆  ∆  ∆

비 결 한다 한. , 가 삼각 에 다   는  가 는

삼각 비 다.

       

 리 트릭 비가       , 










리 트릭 라 한다. 알 진 사실 [2],  리 트릭 비가

      필 건  


다.

리 트릭 비에 해 가지 살펴보 .

무게 심1) 는 리 트릭 비        갖는다 삼각.

 비는 동 하다.
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내심2) 는 리 트릭 비        갖는다. ∆ 내심 ,

내 원 지  라 하 , ∆  

 ∆  


  ∆  




므 내심 리 트릭 비는   

  


  


       다.

원 지3)  라 하 심,  리 트릭 비는

∆  ∆  ∆

 


 sin  


  sin  


 sin

 sin cos  sin cos  sincos

 ⋅

   
 ⋅

   
 ⋅

   

   −               

다.

 들       갖는다 마찬가지. , CA

 들 각각       과      갖는다.[2,3,6]
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등각 공액2.5 .

등각 공액 는 에 해 연 었다(isogonal conjugate) 1828 Jacob Steiner . [3]

공액 켤 라고도 하 개 수가 특수한 계에 어, ,

해도 그 질 변 가 없 경우 그 계 말한다. 등각(isogonal)

∆에 변  ∠ 등 에 하여 칭 도

 에 는  ′ 는다. ∠  ∠ ′ 계가 립하

 ′ 등각 라고 한다.

마찬가지 ∆ 등각 각각  ′,  ′, 

 ′ 라 할 , 가 한 에 만나  ′ ′ ′도 한 한

에 만난다. ′ ′ ′  에 만나는 한

에 한 등각 공액 라고 한다.  리 트릭 비      라

하 그러.  리 트릭 비는  

 


 


 다.
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,

∠ ∠  , ∠ ∠  , ∠ ∠ 

라고


∆ ∗
∆ ∗

 


×sin   

sin
 ∆
∆

 


×sin

sin    

비 나타낼 수 다.

,

sin    

sin
 


×∆
∆

,


∆ ∗
∆ ∗


∆

∆




 









다 같. 
∆ ∗
∆ ∗











가 립하므  

 


 




등각 공액 리 트릭 비 할 수 다. [1,3,6]
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공액2.6 . Isotomic

공액 에 해 개 었Isotomic (isotomic conjugate) 1889 John Casey

다. [3] 가 ∆ 내 에 다고 하 .  변  고 직,

 연 과 변  라고 하 변.  에  ′가

도  ′ 그림과 같 직.    변   각

각  라 하 같 직.  ′ ,  ′가 도  ′

 ′ 각각 .  ′ ′ ′ 각각 에 한 isotomic

라 다 한 직(isotomic point) . ,  ′   ′   ′ 한 에

만난다는 사실 알 는 에 한 공액 라 하고isotomic ,

 한다.

 리 트릭 비가      라 하 그러.  isotomic

공액  리 트릭 비는   

 


 


 다 것.
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∆
∆

∆
∆

∆
∆

∆
∆

 


 









고 같,

∆
∆

 









립하 문 다. ,  리 트릭 비는   

 


 




다. [1,3,4,6]



- 15 -

차 리 지어 곡2.7 . (quadratic rational Bezier curve)

지어 곡 프랑스 수학 지어 가 만들었다 다항식 곡(Bezier P.) .

하나 매개변수 곡 곡 그릴 지어 곡 ∙곡

많 사 고 다.

차 리 지어 곡 는 다 과 같 다.

 


 










, ∈  

,   ∈ℝ
 어 고 양수(control point)   ∈ℝ는

가 치 다 여 에. 
는 스타 다항함수(Bernstein basis function)


  , 














≤≤

 

고, 
   

  는 차 스타 다항식 다. ,


    

    
  

다.

한 차 리 지어 곡 다 과 같 나타낼 수 다, .

 









 


여( ,  







)

가 차 리 지어 곡 경우   


 어 (shoulder

라 하고 다 과 같 질 만 한다point) , . [6,7]

어 에(1)  과 평행 다.

만약(2) , 

 
라 에 하여

     다.

어(3)  가 리 어진 다.
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(4)  크 에 라  태가 다 과 같 결 다.

①    경우 는 타원

②    경우 는 포물

③    경우 는 곡
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연 결과3 .

리 트릭 비 하여 삼각(homogeneous barycentric coordinate)

내 에 한 변과 평행한 고 그것 공액isotomic (isotomic conjugate)

곡 그 그 변 꼭지 에 어떻게 만나는지 연 하

다 꼭지 과 변 연결한 라고 하는. isotomic

공액 다시 보낸다 공액에. , isotomic

하여 고 어 다 우리는 런 에 한 고. isotomic (fixed

라고 한다line) .

리 3.1

∆ 내 에 한 변 평행한 직 공액 곡 다isotomic .

 에 공액 곡 꼭지  지나는 isotomic

에 한 고 에 다.

[ ]

∆ 내 에 한 변 평행한 라 하 한. , 

 ,
과 만나는 각각          라 하 .

여      다 든. ∈  에 하여

          

므
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다. ,       ≡  다.

라  리 트릭 비는           고,

 공액 리 트릭 비isotomic 는 다 과 같 나타낼 수

다.

    


 


 






 


 


 




  


  


  


 

   에 울 해 보

 ′     

           


     

     
 

      

 ′ 

   
,

 ′ 

   

다.
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  에  라하고,   에 라 하

다 과 같 할 수 다.

   

     
,

  

        

   

     
,

  

          
.

  만나는  라 하       다 그.

리고 과 가 만나는 라 하       다.

 에 한 고 과isotomic 가 만나는 라 하 .

체 리에 하여 


⋅


⋅


  므  

 고,

 고 에 다. ∎
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우리는 삼각 내 에 한 변  평행한 고 그것 공isotomic

액 곡 그  에 꼭지  지나는 에isotomic

한 고 에 만나는 것 하 다.

삼각 내 에 한 변 평행한 고 그것 등각 공액 곡

그 에도  에 꼭지  지나는 등각에 한

고 에 만나는지 할 것 다.

리 3.2

∆ 내 에 한 변 평행한 직 등각 공액 곡 다.

 에 공액 곡 꼭지  지

나는 등각에 한 고 에 지 않다.

[ ]

∆ 내 에 한 변 평행한 라 하 한. , 

 ,
과 만나는 각각          라 하 .

여      다 든. ∈  에 하여

           

므

         

다. ,         ≡ 다.
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라  리 트릭 비는           고,

 등각 공액 리 트릭 비 ∗ 는 다 과 같 나타낼 수 다.

∗     


 


 






 





 




  


 

  


 

∗   에 울 해 보

∗  ′ 
      

  
 

   
 

    



      

   
 

  


  
  


      

∗ ′ 


 
 

  


 


,

∗ ′  


  
  

  
 

 


다.
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∗ 에  라하고,   

∗ 에 라 하

다 과 같 할 수 다.

   


  
  

  
 

 

,

  


  
  

  
  

  
 


.

   


  
  

  


 
 
,

  


   
  

  
  

 
 



.

  만나는  라 하

    


   



 
          

고, 과 가 만나는 라 하

  







  
            

다.    라 하고 꼭지 에  지나

과 만나는  ′라 하 . 한  등각에 한 고 과가 만나

는 라 하 .
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,

 
  

    ,

 
  

    

다 체 리에 하여.

 ′

 ′
⋅


⋅


 ′

 ′
⋅



  
⋅
  


 

므  ′ 
 ′  

   어야 한다.

하지만, 꼭지  지나는 등각에 한 고  삼각 내각

등 리에 하여 

 
     므

 고 에 지 않다. ∎

우리는 삼각 내 에 한 변 평행한 고 그것 공액isotomic

곡 그  에 꼭지  지나는

에 한 고 에 고 등각 공액 곡 그 에는isotomic ,

등각에 한 고 에 지 않 하 다.
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결4 .

본 문에 는 리 트릭 하여 공액과 등각 공액isotomic

개하 다 러한 하여 삼각 내 에 한 변과 평행한 고.

그것 공액 곡 그 그 변 꼭지 에 삼isotomic

각 꼭지각 지나는 에 한 고 에 는 것 하isotomic

다 한 등각 공액 곡 그 그 변 꼭지 에 삼각. ,

꼭지각 지나는 등각에 한 고 에 지 않는 것 하 다.
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