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ABSTRACT

Continued fraction expansions of some algebraic power

series over finite fields

Jeong In-yong

Advisor : Prof. Kwan-kyu Lee Ph.D.

Major in Math Education

Graduate School of Education

Chosun University

It is conjectured that no algebraic real number of degree higher than two

has bounded partial quotients in the continued fraction expansion. On the

other hand, it is known in many reserches that some algebraic power

series of degree higher than two have bounded partial quotients in the

continued fraction expansions over finite fields. In this thesis, we choose

certain specific equation and calculate explicit continued fraction expansion

of its solution so that we find all partial quotients. Moreover, for another

specific equation, we show that its solution has partial quotients of

unbounded degrees. For these results, we summarize the basics about the

formal power series over finite fields and their continued fraction

expansions



제	1	장

소개

Khinchin[5]은	차수가	3이상인	대수적	실수의	연분수전개에서	부분몫이	유
계인	것은	존재하지않는다고	추측하였다. 마찬가지로	대수적	멱급수에서도
같은	사실이	성립할	것을	추측하였으나	Baum과	Sweet[1]은 F2 위에서	부분
몫의	차수가	유계인	삼차	멱급수를	찾아, 이러한	예상이	틀렸다는	것을	보였
다. Mills와	Robins[10]는	표수 p인	유한체 Fp위에서	다음과	같은	형태의

x =
Axp

r
+B

Cxpr +D
, r ≥ 0, A,B,C,D ∈ Fp[X]

방정식을	만족하는	멱급수에	대해서, 이차	대수적	실수와	마찬가지로	연분
수전개에서	규칙적인	패턴을	갖는	것을	설명하였다. 이러한	멱급수들을	초
이차멱급수(hyperquadratic	power	series)라고	부른다. 초이차멱급수는	일차
분수변환과 Fp위의	Frobenius	자기동형사상에	대한	고정점이라고	할	수	있다.

Mathan과	Voloch는	[2, 13]에서	초이차멱급수의	연분수전개의	부분몫
들이	유계가	아니라면, 차수가	급격히	증가하는	부분몫들을	갖는	것을	보였
다. 이	부분몫이	유계일	경우에는	근사분수가	대수적멱급수에	천천히	진행
이	되어가며, 부분몫이	유계가	아닐	경우에는	근사분수가	대수적멱급수에	빠
르게	다가가는	것이	알려져	있다. Baum과	Sweet의	삼차멱급수는	연분수전
개의	부분몫이	유계인	초이차멱급수이므로	근사분수가	대수적멱급수에	천천
히	다가간다. 더욱이	Mills과	Robbins[10]는	모든	홀수인	소수 p에서	부분
몫들의	차수가	유계인 Fp위에	있는	초이차멱급수를	찾았다. 이러한	결과들
을	통해	많은	연구자들이	초이차멱급수를	유리함수의	근사화에	대해	분류하
였다. Lasjaunias와	그의	공동	집필자들은	[3, 6–9]을	통해	모든	부분	몫들
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제1장. 소개 2

의	차수가	1인	경우를	찾았다. 표수가	2인	유한체에서, Thakur[12]는	유계
인	부분몫을	갖는	초이차멱급수를	구성하였다. 그러나	초이차멱급수의	분류
문제는	완성되지	않았고, 더	많은	예들을	아직	탐구하지	못하였다.

F2위의	멱급수 α가	다음	방정식

x3 + (X l +B)x2 + x+B = 0

을	만족하는	차수가	양인	멱급수라고	하자. 여기서 l ≥ 3, B ∈ F2((X
−1)),

deg(B) < l, B(0) = 0, 그리고 B
X (0) = 1이다. 이	때 α는	연분수전개에서	유

계인	부분몫을	갖는다는	것을	Lee[4]가	보였다. 이	논문에서는	이러한	형태
의	방정식	중	특정한	것을	선택하여	연분수전개를	구체적으로	계산하여	나타
나는	부분몫을	모두	밝혔다. 또한, l = 2, B = X인	경우

α3 + (X2 +X)α2 + α+X = 0

을	만족하는	차수가	양인	멱급수에서, 연분수전개의	부분몫이	무한히	증가하
는	것을	보였다.

이	결과를	얻기	위한	기초내용으로	유한체에서의	형식적	멱급수와	연분
수전개, 비아르키메데스	절대값, 근사분수에	대해서	2장에서	다루었다. 3장
에서는	대수적	멱급수	중	유계인	부분몫을	갖는	대수적	멱급수와	부분몫이
무한히	증가하는	대수적	멱급수에	대해서	살펴보았다. 4장에서는	이	논문의
주요	결과인	특정한	조건을	만족하는	방정식에서의	부분몫을	구체적으로	계
산하는	과정을	보였다.



제	2	장

멱급수와	연분수전개

소수 p에	대해서 F은	표수(characteristic)가 p인	유한체이다. F[X]는 F 위의
다항식환이고 F(X)는	유리식체이다. 다음과	같은	식

α =
∑
i≤n0

aiX
i, αn0 ̸= 0, n0 ∈ Z

을	형식적	멱급수(formal	power	series)라고	한다.
계수가 F에	속하는	형식적	멱급수의	체를

F((X−1)) =

{ ∑
i≤n0

aiX
i : n0 ∈ Z and αi ∈ F

}
로	나타낸다.

멱급수 α에	대해서	다음과	같이

deg(α) = n0, |α| = |X|n0 , ⌊α⌋ =
∑
i≤0

aiX
i ⌊α⌋ ∈ F[X]

라고	정의	하자. 여기서 |X|는 |X| > 1을	만족하는	고정된	실수이다. 또
deg(α)는 α의	차수, |α|는 α의	절대값, ⌊α⌋ =

∑
i≤0 aiX

i는 α의	다항식부분
(polynomial	part)	이라고	부른다.
예제 1. 멱급수 α가	다음과	같이	주어졌다고	하자.

α = X2 +X + 1 +X−1 +X−3 + · · ·

이	멱급수 α에	대해서

deg(α) = 2, |α| = |X|2 > 1, ⌊α⌋ = X2 +X + 1

3



제2장. 멱급수와	연분수전개 4

이다
실수 x,y의	절대값에	대해서는	부등식 |x+ y| ≤ |x|+ |y|이	성립한다. 반

면에	형식적	멱급수의	절대값에	대해서는

deg(α) ̸= deg(β)일때, |α+ β| = max{|α|, |β|}

deg(α) = deg(β)일때, |α+ β| ≤ max{|α|, |β|}
이	성립한다. 즉, 임의의	형식적	멱급수 α,β에	대해서

|α+ β| ≤ max{|α|, |β|}

이	성립한다. 이러한	절대값을	비아르키메데스	절대값(non-archimedean
absolute	value)이라고	한다.
예제 2. F2위에서	정의된	형식적	멱급수 α, β, γ가	있다고	하자.

α = X3 +X2 + 1 +X−1 +X−3 +X−4 + · · ·

β = X2 +X + 1 +X−2 +X−3 +X−5 + · · ·

γ = X3 +X +X−2 +X−3 + · · ·

각각의	절대값은

|α| = |X|3, |β| = |X|2, |γ| = |X|3

와	같다. α의	절대값과 β의	절대값은	서로	다르므로,
|α+ β| = |X3 +X +X−1 +X−2 +X−4 +X−5 + · · · | = |X|3

max{|α|, |β|} = |α| = |X|3

이다. 그러므로
|α+ β| = max{|α|, |β|}

이다.
한편 α의	절대값과 γ의	절대값은	같다. 이	경우에는

|α+ γ| = |X2 +X + 1 +X−1 +X−2 + · · · | = |X|2

max{|α|, |γ|} = |α| = |γ| = |X|3

이다. 그러므로
|α+ γ| < max{|α|, |γ|}

이다.
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이제	형식적	멱급수 α =
∑

i≥n0
αiX

−i을

α = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

...

= [a0, a1, a2, · · · ]

위와	같이	나타낸	식을 α의	연분수전개(continued	fraction	expansion)라고	한
다. 여기서 a0, a1, a2, · · · ∈ F[X]이고, i > 0에	대해 deg(ai) > 0이다. 다항식
ai를 α의 i번째	부분몫(partial	quotient)이라고	한다. 또 αi = αi−1−⌊αi−1⌋로
정의한다. 그러면 α = [a0, a1, a2, · · · , αi]이다.

예제 3. 형식적	멱급수

α = X4 +X3 +X2 +X−1 +X−3 +X−4 + · · · , α ∈ F2((X
−1))

의	연분수	전개는
α = [a0, a1, a2, · · · , αi]

이다.

a0 = X4 +X3 +X2, α1 =
1

X−1 +X−3 +X−4 + · · ·

= X +
X−2 +X−3 + · · ·

X−1 +X−3 +X−4 + · · ·

a1 = X, α2 =
X−2 +X−3 + · · ·

X−1 +X−3 +X−4 + · · ·

= X + 1 +
X−4 + · · ·

X−2 +X−3 + · · ·

a2 = X + 1, α3 =
X−4 + · · ·

X−2 +X−3 + · · ·
...
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이므로

α = X4 +X3 +X2 +
1

X +
1

X + 1 +
1

...
= [X4 +X3 +X2, X,X + 1, · · · ]

이다.

예제 4. 멱급수 α =
X4 +X3 + 1

X4
에	대해서

X4 +X3 + 1

X4
= 1 +

X3 + 1

X4
= 1 +

1

X +
X

X3 + 1

= 1 +
1

X +
1

X2 +
1

X

이다. 따라서 α는
α = [1, X,X2, X]

이다.

형식적	멱급수 α =
∑

i≥n0
αiX

−i, (αn0 ̸= 0)에서

cn = [a0, a1, a2, · · · , an] (n ≥ 0)

을 α의 n번째	근사분수(convergent)라고	한다.

예제 5. α = [X + 1, X, 1, X + 1, · · · ] 라고	하자.
여기서 α의	세번째	근사분수 c3은

c3 = [X + 1, X, 1, X + 1] = X + 1 +
1

X +
1

1 +
1

X + 1

=
X3 + 1

X2 +X + 1

이다.
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형식적	멱급수 α = [a0, a1, a2, · · · , an, · · · ]에서

P−2 = Q−1 = 0, Q−2 = P−1 = 1,

이라	하고 n ≥ 0에	대하여 Pn, Qn을	다음이라	하자.

Pn = anPn−1 + Pn−2, Qn = anQn−1 +Qn−2

그러면
P0 = a0P−1 + P−2 = a0 · 1 + 0 = a0, Q0 = a0Q−1 +Q−2 = a0 · 0 + 1 = 1

P1 = a1P0 + P−1 = a1a0 + 1, Q1 = a1Q0 +Q−1 = a1 · 1 + 0 = a1

이	성립한다.
정리 1. 형식적	멱급수 α = [a0, a1, a2, · · · ]에서

[a0, a1, a2, · · · , an−1, β] =
βPn−1 + Pn−2

βQn−1 +Qn−2
, (n ≥ 0),

이다.
증명. P−2 = Q−1 = 0, Q−2 = P−1 = 1이므로

[a0, α1] = a0 +
1

α1
=

α1a0 + 1

α1
=

α1P0 + P−1

α1Q0 +Q−1

이	성립한다.
이제 n = k ≥ 1 에서

[a0, a1, a2, · · · , ak−1, αk] =
αkPk−1 + Pk−2

αkQk−1 +Qk−2

이라고	가정하면

[a0, a1, a2, · · · , ak, αk+1] = [a0, a1, a2, · · · , ak +
1

αk+1
]

=
(ak +

1
αk+1

)Pk−1 + Pk−2

(ak +
1

αk+1
)Qk−1 +Qk−2

=
αk+1(akPk−1 + Pk−2) + Pk−1

αk+1(akQk−1 +Qk−2) +Qk−1

=
αk+1Pk + Pk−1

αk+1Qk +Qk−1

이므로 n = k + 1일	때도	성립한다.
따라서	모든 n ≥ 0에	대해서	성립함을	알	수	있다.
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정리 2. 형식적	멱급수 α = [a0, a1, a2, · · · ]에서

[a0, a1, a2, · · · , an] =
Pn

Qn
(n ≥ 0)

이다.

증명. 위의	정리로부터

[a0, a1, a2, · · · , an−1, β] =
βPn−1 + Pn−2

βQn−1 +Qn−2
, (n ≥ 0),

이	성립하는	것은	확인	하였다. 따라서

[a0] = a0 =
P0

Q0

이고,

[a0, a1] =
a1P0 + P−1

a1Q0 +Q−1
=

P1

Q1

...
이	되므로,

[a0, a1, a2, · · · , an] =
anPn−1 + Pn−2

anQn−1 +Qn−2
=

Pn

Qn

이	성립되는	것을	알	수	있다.

정리 3. 멱급수 α = [a0, a1, a2 · · · , an−1, β]라고	하고[
A B

C D

]
=

[
a0 1

1 0

][
a1 1

1 0

]
· · ·

[
an−1 1

1 0

]

라고	하면
α =

Aβ +B

Cβ +D

이다.

증명. [
A B

C D

]
=

[
a0 1

1 0

][
a1 1

1 0

]
· · ·

[
an−1 1

1 0

]
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이라고	하면 a0 = P0, 1 = P−1 = Q0, 0 = Q−1이므로[
A B

C D

]
=

[
P0 P−1

Q0 Q−1

]
· · ·

[
Pn Pn−1

Qn Qn−1

]
이고

[a0, a1, a2 · · · , an] =

[
P0 P−1

Q0 Q−1

]
· · ·

[
Pn Pn−1

Qn Qn−1

]
이다. 그러면

α = [a0, a1, a2 · · · , an, β] =

[
P0 P−1

Q0 Q−1

]
· · ·

[
Pn Pn−1

Qn Qn−1

][
β 1

1 0

]

=
βPn−1 + Pn−2

βQn−1 +Qn−2

이므로
α = [a0, a1, a2 · · · , β] =

Aβ +B

Cβ +D

이다.
정리 4. 다항식의	수열 Pn, Qn에	대해

PnQn−1 − Pn−1Qn = (−1)n−1

이	성립한다.
증명. 주어진	식

PnQn−1 − Pn−1Qn = (−1)n−1

에	대해서 n = k = 0일	때,

P0Q−1 + P−1Q0 = P0 · 0 + 1 · 1 = −1 = (−1)0−1

이다. n = k + 1, k > 0일때,
Pk+1Qk + PkQk+1 = (ak+1Pk + Pk−1)Qk − Pk(ak+1Qk +Qk−1)

= ak+1PkQk + Pk−1Qk − Pkak+1Qk − PkQk−1

= Pk−1Qk − PkQk−1

= −(PkQk−1 − Pk−1Qk)

= −(−1)k−1 = (−1)k
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이므로 n = k + 1도	성립한다. 따라서

PnQn−1 − Pn−1Qn = (−1)n−1

이다.

정리 5. Pn/Qn과 α의	관계에	대해∣∣∣∣α− Pn

Qn

∣∣∣∣ = 1

|an+1||Qn|2

이	성립함을	알	수	있다.
증명. ∣∣∣∣α− Pn

Qn

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ αn+1Pn + Pn−1

αn+1Qn +Qn−1
− Pn

Qn

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣(αn+1Pn + Pn−1)Qn − Pn(αn+1Qn +Qn−1)

(αn+1Qn +Qn−1)Qn

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ Pn−1Qn − PnQn−1

(αn+1Qn +Qn−1)Qn

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣−(PnQn−1 − Pn−1Qn)

(αn+1Qn +Qn−1)Qn

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ −(−1)n−1

αn+1Q2
n +Qn−1Qn

∣∣∣∣ = 1

|an+1||Qn|2

정리 6.

α =
Aβ +B

Cβ +D
, β = p+

1

γ
, A,B,C,D ∈ F[X], AD −BC ̸= 0

일	때, [
A B

C D

][
p 1

1 0

]
=

[
A′ B′

C ′ D′

]
이면,

α =
A′γ +B′

C ′γ +D′

이다.
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증명. 형식적	멱급수β = p+
1

γ
를 α =

Aβ +B

Cβ +D
를	대입하여	식을	정리하면

α =
Aβ +B

Cβ +D
=

A

(
pγ + 1

γ

)
+B

C

(
pγ + 1

γ

)
+D

=
Apγ +A+ bγ

Cpγ + C +Dγ

=
(Ap+B)γ +A

(Cp+D)γ +D

이다. 그리고 A,B,C,D와	부분몫 p에	대해서	다음과	같이	나타낼	수	있으므
로, [

A B

C D

][
p 1

1 0

]
=

[
A′ B′

C ′ D′

]

(Ap+B)γ +A

(Cp+D)γ +D
를 A′, B′, C ′, D′로	표현하여	보면

α =
Aβ +B

Cβ +D
=

A′γ +B′

C ′γ +D′

라고	할	수	있다.



제	3	장

대수적	멱급수의	연분수	전개

Baum과	Sweet[1]는	다음	방정식

Xα3 + α+X = 0, α ∈ F2((X
−1))

을	만족하는	해의	연분수전개의	부분몫의	차수가	유계인	것을	보였다.
Mills와	Robbins[10]는 p ≥ 3, 0 ≤ 2j ≤ k일	때

fk =
∑

0≤2j≤k

(
k − j

j

)
xk−2j

를	정의하고

β =
αp + fp−2

fp−1
α = [ax, bx;β], F2((X

−1))

을	만족하는	멱급수 α의	연분수전개의	부분몫의	차수가	전부	1이라는	것을
보였다. Mills와	Robbins는 p ≥ 5인	경우에도	부분몫의	차수가	전부	1이라는
것을	찾았다. Lee와	Ayadi[4]는	정리7, 정리8을	보였다.

정리 7. 멱급수α ∈ F2((X
−1))가	다음방정식

Cx3 +Ax2 + 1 = 0

C = X l, A = X2l +

2l−1∑
i=2

eiXi +X + 1(ei ∈ F2), l ≥ 2

을	만족하는	만족하는	차수가	양인	멱급수라고	하면 α는	유계인	부분몫을	갖
는다.

12
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정리 8. 멱급수α ∈ F2((X
−1))가	다음	방정식

x3 + (X l +B)x2 + x+B = 0

l ≥ 3, B ∈ F2[X] deg(B) < l,B(0) = 0,
B

X
(0) = 1

을	만족하는	차수가	양인	멱급수라고	하면 α는	유계인	부분몫을	갖는다.

정리8에	주어진	방정식에서 l = 3, B = X라고	하면

α3 + (X3 +X)α2 + α+X = 0

와	같은	방정식이	되고	이	방정식에	나타나는	해의	연분수전개의	부분몫의
차수가	유계가	된다. 제4장에서는	이	방정식의	해의	연분수전개를	통해	나
타나는	유계인	부분몫을	보이는	구체적인	계산과정을	보였다.

반면에 l = 2,B = X라	하면, 다음과	같은

α3 + (X2 +X)α2 + α+X = 0

방정식이	되고	이	방정식의	해의	연분수전개에서	부분몫의	차수는	무한히	증
가한다. 아래	정리10에서는	이	방정식의	해의	연분수전개의	부분몫의	차수
가	무한히	증가하는	것을	구체적인	계산을	통하여	보였다.

부분몫을	구하는데	있어서는	Mkaouar[11]의	결과를	이용하였다.

정리 9 (Mkaouar). Ai ∈ F[X]이고 n ≥ 1인 P (x) =
∑

0≤i≤nAix
i라고	하자. 0

≤ i ≤ n이고 i ̸= n−1일	때 degAi< degAn−1임을	가정하자. 이때 P (α) = 0을
만족하는	차수가	양수인	유일한	멱급수 α가	존재하고, ⌊α⌋ = −⌊An−1/An⌋이
다.

정리 10. F2위의	멱급수 α가	다음	방정식

α3 + (X2 +X)α2 + α+X = 0

을	만족한다고	하자. 양의	차수를	갖는 α의	연분수전개에	나타나는	부분몫
은

a0 = X2 +X, a1 = X2 + 1, a2k = X2k+1−2, a2k+1 = X2, k ≥ 1

이다.
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증명. 주어진	방정식

α3 + (X2 +X)α2 + α+X = 0

에	정리9를	이용하면

⌊α⌋ = −
⌊
X2 +X

1

⌋
= X2 +X

이므로, a0 = X2 +X이다. 또

α = a0 +
1

α1

이므로, α1에	관한	식을	얻기위해	방정식

α3 + (X2 +X)α2 + α+X = 0

에	대입하면,
X2α3

1 + (X4 +X2 + 1)α2
1 + 1 = 0

이고	정리9를	이용하면

⌊α⌋ = −
⌊
X4 +X2 + 1

X2

⌋
= X2 + 1

이므로 a1 = X2 + 1이다.
주어진	방정식을 α2에	관하여	식을	정리하면

α2 =
α+X

α+X2 +X
(3.1)

이다. 여기에 a0와a1로부터[
a0 1

1 0

][
a1 1

1 0

]
=

[
X2 +X 1

1 0

][
X2 + 1 1

1 0

]

=

[
X4 +X3 +X2 +X + 1 1

X2 + 1 1

]

α = [a0, a1, α2]
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이고	정리	3에	의해서

α =
(X4 +X3 +X2 +X + 1)α2 +X2 +X

(X2 + 1)α2 + 1

이다. 이것을 (3.1)에	대입하면

α2 =
(X4 +X2 + 1)α2 +X2

α2

이고
α2 = a20 +

1

α2
1

=
(X4 +X2 + 1)α2 +X2

α2

이므로,

(X2 +X)2 +
1

α2
1

=
(X4 +X2 + 1)α2 +X2

α2

이다. α2에	대해서	식을	정리하면

(X4 +X2)α2 +
α2

α2
1

= (X4 +X2 + 1)α2 +X2

α2

α2
1

= α2 +X2

α2 =
X2α2

1

α2
1 + 1

= X2 +
X2

α2
1 + 1

= X2 +
1

α2
1 + 1

X2

이다. 그런데
∣∣∣∣α2

1 + 1

X2

∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣ a21X2

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣X4

X2

∣∣∣∣ > 1이므로

a2 = X2, α3 =
α2
1 + 1

X2

이다.
α3은

α3 =
α2
1 + 1

X2
=

a21 + 1

X2
+

1

X2α2
2

=
(X2 + 1)2 + 1

X2
+

1

X2α2
2

= X2 +
1

X2α2
2
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이고 |X2α2
2| > 1이므로

a3 = X2, α4 =
1

X2α2
2

이다.
이러한	방식으로	계속	계산을	하여	보면은

α4 = X2α2
2 = X2a22 +

X2

α2
3

= X6 +
1

α2
3

X2

이고
∣∣∣∣ α2

3

X2

∣∣∣∣ > 1이므로

a4 = X6, α5 =
α2
3

X2

이다.
α5는

α5 =
α2
3

X2
=

a23

X2
+

1

X2α2
4

= X2 +
1

X2α2
4

이고 |X2α2
4| > 1이므로

a5 = X2, α6 = X2α2
4

이다.
α6은

α6 = X2α2
4 = X2a24 +

X2

α2
5

= X14 +
1

α2
5

X2

이고
∣∣∣∣ α2

5

X2

∣∣∣∣ > 1이므로

a6 = X14, α7 =
α2
5

X2

이다.
α7은

α7 =
α2
5

X2
=

a25

X2
+

1

X2α2
6

= X2 +
1

X2α2
6
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이고 |X2α2
6| > 1이므로

a7 = X2, α8 = X2α2
6

이다.
α8은

α8 = X2α2
6 = X2a26 +

X2

α2
7

= X30 +
1

α2
7

X2

이고
∣∣∣∣ α2

7

X2

∣∣∣∣ > 1이므로

a8 = X30, α9 =
α2
7

X2

이다.
위의	계산결과로	부터 k ≥ 2일	때,

α2k = X2α2
2k−2 = X2a22k−2 +

X2

α2
2k−1

α2k+1 =
α2
2k−1

X2
=

a22k−1

X2
+

1

X2α2
2k

a2k = X2k+1−2, a2k+1 = X2

을	추측할	수	있다. 이것을	수학적	귀납법으로	증명하겠다.
k = 2일	때는

α4 = X2α2
2 = X2a22 +

X2

α2
3

α5 =
α2
3

X2
=

a23

X2
+

1

X2α2
4
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이다. k = l ≥ 2일	때를	성립한다고	가정하면, k = l + 1일	때,
α2l+2 = X2α2

2l

= X2

(
a22l +

1

α2
2l+1

)

= X2

(
(X2l+1−2)2 +

1

α2
2l+1

)

= X2

(
X2l+2−4 +

1

α2
2l+1

)

= X2l+2−2 +
X2

α2
2l+1

= a2l+2 +
1

α2l+3

이고

α2l+3 =
α2
2l+1

X2

=
1

X2

(
a22l+1 +

1

α2
2l+2

)

=
1

X2

(
X4 +

1

α2
2l+2

)

= X2 +
1

X2α2
2l+2

= a2l+3 +
1

α2l+4

이다. 따라서, k = l + 1성립하므로,

α2k = X2α2
2k−2 = X2a22k−2 +

X2

α2
2k−1

α2k+1 =
α2
2k−1

X2
=

a22k−1

X2
+

1

X2α2
2k

a2k = X2k+1−2, a2k+1 = X2

이다.



제	4	장

유계인	부분몫을	갖는	대수적	멱
급수

정리8에서	멱급수α ∈ F2((X
−1))가	다음	방정식

x3 + (X l +B)x2 + x+B = 0

l ≥ 3, B ∈ F2[X] deg(B) < l,B(0) = 0,
B

X
(0) = 1

을	만족하는	차수가	양인	멱급수라고	하면 α는	유계인	부분몫을	갖는다고	하
였다. 이	장에서는	정리8에	주어진	방정식에서 l = 3, B = X일	때의	방정식

α3 + (X3 +X)α2 + α+X = 0

을	가지고	구체적인계산을	통해	이	방정식에	나타나는	해의	연분수전개의	부
분몫을	모두	찾고	부분몫의	차수가	유계인	것	보였다.

정리 11. 멱급수α ∈ F2((X
−1))가	다음

α3 + (X3 +X)α2 + α+X = 0 (4.1)

방정식을	만족하는	차수가	양수인	멱급수라고	하면 α의	연분수전개에	나타
나는	부분몫은

X3 +X, X3, X

이다.

19
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증명.
주어진	방정식

α3 + (X3 +X)α2 + α+X = 0

에	정리9을	이용하면

⌊α⌋ =
⌊
X3 +X

1

⌋
= X3 +X

이므로 a0 = X3 +X이다. 또

α = a0 +
1

α1

이므로 α1에	관한	식을	얻기	위해	방정식

α3 + (X3 +X)α2 + α+X = 0

에	대입하면
X3α3

1 + (X6 +X2 + 1)α2
1 + 1 = 0

이고	정리9를	이용하면

⌊α1⌋ =
⌊
X6 +X2 + 1

X3

⌋
= X3

이므로 a1 = X3이다. 주어진	방정식 (4.1)을 α2에	관하여	정리하면

α2 =
α+X

α+X3 +X
(4.2)

이다. 여기에 a0, a1를	가지고	정리3을	적용하면[
a0 1

1 0

][
a1 1

1 0

]
=

[
X3 +X 1

1 0

][
X3 1

1 0

]

=

[
X6 +X4 + 1 X3 +X

X3 1

]

α =
(X6 +X4 + 1)α2 +X3 +X

X3α2 + 1
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이다. 이것을 (4.2)에	대입하면

α2 =
(X6 + 1)α2 +X3

α2

이고
α2 = a20 +

1

α2
1

=
(X6 + 1)α2 +X3

α2

이므로
(X3 +X)2 +

1

α2
1

=
(X6 + 1)α2 +X3

α2

이다. 이것을 α2에	대해서	정리하면

(X6 +X2)α2 +
α2

α2
1

= (X6 + 1)α2 +X3

α2

α2
1

= (X2 + 1)α2 +X3

α2 =
X3α2

1

(X2 + 1)α2
1 + 1

= X +
1

(X2 + 1)α2
1 + 1

Xα2
1 +X

이다. 그런데,
∣∣∣∣(X2 + 1)α2

1 + 1

Xα2
1 +X

∣∣∣∣ > 1이므로

a2 = X, α3 =
(X2 + 1)α2

1 + 1

Xα2
1 +X

이다. α3는
α3 = X +

1

Xα2
1 +X

α2
1 +X2 + 1

이고
∣∣∣∣ Xα2

1 +X

α2
1 +X2 + 1

∣∣∣∣ > 1이므로

a3 = X, α4 =
Xα2

1 +X

α2
1 +X2 + 1
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이다. 이	같은	원리로	계산하여	나갈	수	있는데, 조금더	간략한	방법으로	계
산을	하기위해	정리6을	이용하여	보면

α =
(X3 +X)α2 +X

α2 + 1
, α2 = a20 +

1

α2
1

이고
α =

(X3 +X)α2
0 +X

α2
0 + 1

이다. 그런데[
(X3 +X) X

1 1

][
(X3 +X)2 1

1 0

]
=

[
(X9 +X7 +X5 +X3 +X) X3 +X

X6 +X2 + 1 1

]

이므로
α =

(X9 +X7 +X5 +X3 +X)α2
1 +X3 +X

(X6 +X2 + 1)α2
1 + 1

이다. α의	부분몫들을	구해보면

α =
(X9 +X7 +X5 +X3 +X)α2

1 +X3 +X

(X6 +X2 + 1)α2
1 + 1

= X3 +X +
1

X3 +
1

X +
1

X +
1

Xα2
1 +X

α2
1 +X2 + 1

이므로

α = [X3 +X,X3, X,X, α4], α4 =
Xα2

1 +X

α2
1 +X2 + 1

, α1 = X3 +
1

α2

이다.
여기서

α4 =
Xα2

1 +X

α2
1 +X2 + 1

= X +
X3

α2
1 +X2 + 1
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이지만 ∣∣∣∣α2
1 +X2 + 1

X3

∣∣∣∣ < 1

이므로	더이상	부분몫을	구할	수가	없다. 따라서

α = [X3 +X,X3, X,X, α4]

이므로
a0 = X3 +X, a1 = X3, a2 = X, a3 = X

이	된다.
이와	같은	방법으로 α4를	구하여	보면

α2
1 = a21 +

1

α2
2

= X6 +
1

α2
2

이고, [
X X

1 X2 + 1

][
X6 1

1 0

]
=

[
X7 +X X

X6 +X2 + 1 1

]
이므로

α4 =
(X7 +X)α2

2 +X

(X6 +X2 + 1)α2
2 + 1

이다.
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앞서	계산	한	것과	동일한	방법으로 α4의	부분몫을	계산하여	보면은

α4 =
(X7 +X)α2

2 +X

(X6 +X2 + 1)α2
2 + 1

= X +
1

(X6 +X2 + 1)α2
2 + 1

X3α2
2

= X +
1

X3 +
1

X3α2
2

(X2 + 1)α2
2 + 1

= X +
1

X3 +
1

X +
1

(X2 + 1)α2
2 +X

Xα2
2 +X

= X +
1

X3 +
1

X +
1

X +
1

Xα2
2 +X

α2
2 +X2 + 1

이므로

α4 = [X,X3, X,X, α8], α8 =
Xα2

2 +X

α2
2 +X2 + 1

, α2 = X +
1

α3

이다.
여기서도	마찬가지로

α8 =
Xα2

2 +X

α2
2 +X2 + 1

= X +
X3

α2
2 +X2 + 1

이지만, ∣∣∣∣α2
1 +X2 + 1

X3

∣∣∣∣ < 1



제4장. 유계인	부분몫을	갖는	대수적	멱급수 25

이므로	앞선	경우와	마찬가지로	더	이상	부분몫을	구할	수가	없다. 따라서

a4 = X, a5 = X3, a6 = X, a7 = X

이	된다.
α8 =

Xα2
2 +X

α2
2 +X2 + 1

=
(X3 +X)α2

3 +X

α2
3 + 1

이다.
(X3 +X)α2

3 +X

α2
3 + 1

= X3 +X +
X3

α2
3 + 1

이지만, ∣∣∣∣α2
3 + 1

X3

∣∣∣∣ < 1

이므로	더이상	새로운	부분몫을	구할	수	없다. 따라서	다음시행으로	넘어가
면

α2
3 = a23 +

1

α2
4

이고 [
X3 +X X

1 1

][
X2 1

1 0

]
=

[
X5 +X3 +X X+X

X2 + 1 1

]
이므로

α8 =
(X5 +X3 +X)α2

4 +X3 +X

(X2 + 1)α2
4 + 1

이다. 그러므로

α8 =
(X5 +X3 +X)α2

4 +X3 +X

(X2 + 1)α2
4 + 1

= X3 +
1

X +
1

Xα2
4 +X

α2
4 +X2 + 1

이고
α8 = [X3, X, α10], α10 =

Xα2
4 +X

α2
4 +X2 + 1

, α4 = X +
1

α5
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이다. 따라서
a8 = X3, a9 = X

이다. α10은

α10 =
Xα2

4 +X

α2
4 +X2 + 1

=
(X3 +X)α2

5 +X

α2
5 + 1

= X3 +X +
1

α2
5 + 1

X3

이다. 그런데 ∣∣∣∣α2
5 + 1

X3

∣∣∣∣ < 1

이므로	부분몫을	구할	수	없다. 따라서	다음	시행으로	넘어가면

α5 = X3 +
1

α6

이므로

α10 =
(X3 +X)α2

5 +X

α2
5 + 1

=
(X9 +X7 +X)α2

6 +X3 +X

(X6 + 1)α2
6 + 1

= X3 +X +
1

X3 +
1

X3α2
6

α2
6 + 1

이다.
α10 = [X3 +X,X3, α12]

이고,

a10 = X3 +X, a11 = X3, α12 =
X3α2

6

α2
6 + 1

, α6 = X +
1

α7

이다. α12는 [
X3 0

1 1

][
X2 1

1 0

]
=

[
X5 X3

X2 + 1 1

]
이므로

X5α2
7 +X3

(X2 + 1)α2
7 + 1
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이다. 따라서

α12 =
X5α2

7 +X3

(X2 + 1)α2
7 + 1

= X3 +X +
1

X +
1

Xα2
7 +X

α2
7 +X2 +X

이므로

α12 = [X3 +X,X,α14], α14 =
Xα2

7 +X

α2
7 +X2 +X

, α7 = X +
1

α8

이고,
a12 = X3 +X, a13 = X

이다. α14는

α14 =
Xα2

7 +X

α2
7 +X2 + 1

=
(X3 +X)α2

8 +X

α2
8 + 1

= X3 +X +
1

α2
8 + 1

X3

이다. 그런데 ∣∣∣∣α2
8 + 1

X3

∣∣∣∣ < 1

이므로	새로운	부분몫을	구할	수	없다. 따라서	다음	시행으로	넘어가면

α8 = X3 +
1

α9

이므로

α14 =
(X3 +X)α2

8 +X

α2
8 + 1

=
(X9 +X7 +X)α2

9 +X3 +X

(X6 + 1)α2
9 + 1

= X3 +X +
1

X3 +
1

X3α2
9

α2
9 + 1
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이다.

α14 = [X3 +X,X3, α16], α16 =
X3α2

9

α2
9 + 1

, α9 = X +
1

α10

이고,
a14 = X3 +X, a15 = X3

이다. α16은

α16 =
X3α2

9

α2
9 + 1

=
X5α2

10 +X3

(X2 + 1)α2
10 + 1

= X3 +X +
1

X +
1

X3α2
10

α2
10 + 1

이므로

α16 = [X3 +X,X,α18], α18 =
X3α2

10

α2
10 + 1

, α10 = X3 +X +
1

α11

이고
a16 = X3 +X, a17 = X

이다. α18은

α18 =
X3α2

10

α2
10 + 1

=
(X7 +X3 +X)α2

11 +X

(X6 + 1)α2
11 + 1

= X +
1

X3 +
1

X3α2
11

α2
11 + 1

이므로
α18 = [X,X3, α20], α20 =

X3α2
11

α2
11 + 1

, α11 = X3 +
1

α12

이고
a18 = X, a19 = X3
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이다. α20은

α20 =
X3α2

11

α2
11 + 1

=
X9α2

12 +X3

(X6 + 1)α2
12 + 1

= X3 +
1

X3 +
1

X3α2
12

α2
12 + 1

이므로

α20 = [X3, X3, α22], α22 =
X3α2

12

α2
12 + 1

, α12 = X3 +X +
1

α13

이고
a20 = X3, a21 = X3

이다. α22는

α22 =
X3α2

12

α2
12 + 1

=
(X9 +X5)α2

13 +X3

(X6 +X2 + 1)α2
13 + 1

= X3 +
1

X3 +
1

X +
1

X +
1

Xα2
13 +X

α2
13 +X2 + 1

이므로

α22 = [X3, X3, X,X, α26], α26 =
Xα2

13 +X

α2
13 +X2 + 1

, α13 = X +
1

α14

이고
a22 = X3, a23 = X3, a24 = X, a25 = X
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이다. α26은

α26 =
Xα2

13 +X

α2
13 +X2 + 1

=
(X3 +X)α2

14 +X

α2
14 + 1

=
(X9 +X7 +X5 +X)α2

15 +X3 +X

(X6 +X2 + 1)α2
15 + 1

= X3 +X +
1

X3 +
1

X +
1

X +
1

Xα2
15 +X

α2
15 +X2 + 1

이므로

α26 = [X3 +X,X3, X,X, α30], α30 =
Xα2

15 +X

α2
15 +X2 + 1

, α15 = X3 +
1

α16

이고
a26 = X3 +X, a27 = X3, a28 = X, a29 = X

이다. 여기서	유계인	부분몫이 [X3 +X,X3, X]임을	확인	할	수	있는데, 이유
는	위와같은	계산을	해나가다	멈추게	되는	부분이[

X3 +X X

1 1

]
,

[
X X

1 X2 + 1

]
,

[
X3 0

1 1

]

이	행렬들로부터	부분몫들이	한번	이상씩	시행되게	되면서	더이상	새로운	것
이	나오지	않고 X3 +X,X3, X으로	모든	연분수전개가	표현되게	된다.

따라서
α3 + (X3 +X)α2 + α+X = 0

방정식의	유계인	부분몫은

[X3 +X,X3, X]

이다.
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이것을	그림으로	나타내어	보면	다음과	같다.[
X3 +X X

1 1

]∗

[
X X

1 X2 + 1

] [
X3 0

1 1

]
X|X3, X X3 +X|X3 +X,X3, X,X

X3|X3 +X,X3

X|

X3 +X|X,X3

X3|X,X3, X,X

X3 +X|X3, X3, X,X

X|X3 +X

X3|X3, X3

그림 4.1: 부분몫을	생성하는	유한	생태	기계

이	그림은	방정식을	계산한	과정과	함께	보면서	해석할	수	있다. 처음
시작은

[
X3 +X X

1 1

]
에서	시작한다. a0 = X3 + X이므로,

[
X X

1 X2 + 1

]
으로	향한다. 이	때	나오는	부분몫들이 X3 +X,X3, X,X이다. 그	다음	다
시

[
X X

1 X2 + 1

]
에서 a1 = X3이므로

[
X X

1 X2 + 1

]
다시	자기자신으로	돌

아오게	된다. 이때	나오는	부분몫들이 X,X3, X,X이다. 세번째	시행은[
X X

1 X2 + 1

]
에서 a2 = X이므로

[
X3 +X X

1 1

]
으로	향한다. 이렇게	따라

가다보면은	더이상	새로운	맵이	그려지지	않게	되고	유계인	부분몫이	드러나
게	된다.
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