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ABSTRACT

Approximation of sphere by quadratic polynomial 

surface

 

                      DONG HWAN MIN

                      Advisor : Prof. Ahn, Young Joon, Ph.D.

                      Major in Mathematics Education

                      Graduate School of Education, Chosun University

 Many reserchers focused their attention on the approximation of conic 

sections by Bezier curves and they described it in a recent paper how 

they can approximate a conic section in the form of  Bezier curve.

 In this paper, we extend approximation method of conic section by 

Bezier curve to sphere case by polynomial surfaces and we analyze the 

Hausdorff distance between the sphere surface and the approximate 

quadratic polynomial surface.

 We also can obtain number of optimal bezier patch corresponding to 

any error bound for each cases.

 Our approximation surfaces are visualized using mathematical software.

 

Key Words : Quadratic Bezier curve, Quadratic Bezier surface, Bezier 

patch, Bezier approximation , Hausdorff distance
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차 다  곡    근사 

Approximation of sphere by quadratic polynomial surface

1  개

 곡  는 역   1950~60 에 동차  공 산업 에  

 상들  게 규   계공 들   시 었다. 

계에 어 본  직 , 곡 , 포   것들  포  , 계에  

에 지 러  곡 들  는 것  비 고 다.

러  들  결    동차 사에 근 는 랑스 엔지니어

 Pierre Bezier가 특별  특 들  보 는 매개변수 다 식들   지어 

곡  동차 몸체 에 사 다. 그 후 것  늘날 CAGD(Computer 

Aided Geometric Design)  여 컴퓨  그래 ,  링  

CAD/CAM 에  리 사 고 다.[7]

 곡  수  는 에는 수식 또는 수식  나타내는 비

매개변수 식과 매개변수 식  다. 수식  곡 상   순차  

계산  수 고, 차수  여 복  곡  만들 수 나 나  값에   

상  값  갖는 곡  나  식  는 것  곤란 고, 수식  곡

상   순차  계산  수 없는  다.  에 비  매개변수

식  매개변수  통  곡 상   순차  계산  수 고, 복  곡 도 

만들 수  곡   가 쉬울 뿐만 니라,    등  계산도 

여 게 곡 과 곡    수 다.

 그러나 러  매개변수 다 식  원, 원  등 원뿔 곡 (conic section)  

게  수는 없다. 그래  매개변수 다 식에  원  근사가 늘 미진

진   슈가 어 늘날 다  매개 곡 (Bezier curves)에  원뿔 곡

 근사에  많  연 가 루어지고 다. 

  우리는 원뿔 곡  근사처럼 지어 치(Bezier patch)에  (sphere 

surface)  근사에 심  갖고  다. 지어 곡  개  지어 곡 (Bezier 

surface)  여 어 과  독립  2개  지어 곡 과   곱

(tensor product)   지어 치   후  연결   나

타낼 수 다.[8]

 지어 곡  원  게  수 없는 것처럼 지어 곡 도 게 
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  수 없다. 라  우리는 다  태  지어 치  가지고 

 근사  보  것 , 비  낮  차수지만  우스도 (Hausdorff) 거

리  는 연  진 고  다. 

   다 과 같  순  쓰여 다.

2 에   연  결과  지어 곡 , 지어 곡 ( 치)에    

질 그리고 우스도  거리 등  개 고, 3 에 는 차 지어 곡  

  근사  시 고, 에 근사시킨 차 지어 곡 과  사  

우스도  거리  수치   것 , 4 과 5 에 는 근사결과  결

 시  것 다.
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2   연 결과

 1  지어 곡   곡

  1. 지어 곡

 지어 곡  매개곡 (parametric curve)  컴퓨  그래 에   태

 곡    수  만든 곡 다.  어  시 과 마

지막 어  끝  그리고 그 사 에 는 내  어 에  다   곡

 얻는 다.[8]

 시 에  시  곡   어   진 , 그 웃  어  

  첫 어   지나가지 고, 그 다  어  에   

곡  다. 것  각 어   매개  는 매개 수식  통  만

들어지는 것 다. 

 1) 1차(Linear) 지어 곡

    개  어  과   주어  ,   는  매개변수   나

타내 ,   사  직 다.   

       ,  ∈  

 2) 2차(Quadratic) 지어 곡

    개  어    가 주어  ,        내 는  

라고 고        내 는  , 다시        내

는  라고 , 다 과 같  2차 지어 곡  얻  수 다.

     
         
       

 ∈  

  3) 3차(Cubic) 지어 곡

     개  어     가 주어  ,        내 는 

 라고 고         내 는  라       

 내 는  라고 . 다시        내 는  라 
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고        내 는  라고 , 다 과 같  3차 지어 곡

 얻  수 다. 

  
  
 


 


 




 ∈ 

 4) 차 지어 곡

    개  어 (control points)  …    주어지 , 차 지어 곡

    식  다 과 같다.

 
  



  
     

    
 ∙∙∙ 

 ∈ 

또는,


 




 ,   ∈  

여 에  
  는 스타  수 ,    


다.

 어  에   지  지어 들   연결  만들어진 다각  어 

다각 (control polygon) 라 ,  어 다각  블 껍질(convex hull)에는 

지어 곡  포 다. 그림2.1.1 참

지어 곡  질  다 과 같다. 그림 2.1.1 참

 (1) 곡   ∈  상 첫 째 어  에  고 마지막 어  

에  끝난다.

 ,  

 (2) 시 에   처   어  연결 는 직  과 치 고, 끝

에   마지막  끝  연결 는 직  과 치 다.

 (3) 든 ∈에 여 는 어 들  볼 껍질(convex hull) 에 재
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다.

 (4) 지어 곡  어  에 도 2개 상  곡  나눌 수 ,  각

각  곡  또  지어 곡 다.

 (5) 지어 곡  원처럼 단순  보 는 곡   그릴 수 없다. 지만 

 경 차  4개  지어 곡   원  근사  수 다.

 (6) 여러 개  지어 곡  연결   곡  스 라 곡 (spline curve)라 

다.

                        그림 2.1.1 3차 지어 곡  

  2. 지어 곡 ( 치)

  지어 곡  1개  매개변수에  어 (control point)과 스타  다

식  1차 결  듯  지어 곡 ( 치)  어 과 독립  2개  지

어 곡   곱(tensor product)  다.[8]

 , 2개  지어 곡  사 여 주어진  어 에  지는 객체  

 나타낼 수 는 , 지어 곡 에  매개변수  수는 지어  

수  카 트  나타내어진다. 

 다  지어 곡 ( 치) 에  식 다.


  




 






 ,  ∈×. 

여 에  는 지어 곡   ․개  어 고, 
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  ,  


  는 스타  다 수 다.  

      

그림 2.1.2 어 들에  지어 치

  지어 치에  식   다 과 같  것   수 

다. 

    라 , 


  




 









 







  

  for    므   식과 같  결과가 어

   지어 곡  다.

마찬가지 , , , 도 지어 곡  다. 

 라 , 지어 곡  리 곡   개   연결 는 지어 곡  

다. 그림2.1.3 참



- 7 -

그림 2.1.3 지어 치에  리 곡 에 당 는

         , , ,  지어 곡  

 그리고, 과 가 지어 치  경계곡  지어 곡  것처럼 

지어 치는 연  지어 곡 들  집  다루어 질 수 다. , 어  고

 매개변수  또는 에 여 치  곡  에  지어 곡   

수 다.

  들어 지어 치 식 
  




 






  다 과 같  그룹

 
  

 



 








   어 여 에     

내  계산  수 므    곡   지어 곡  다.

 또 , 어 들  리에 당 는  개  어         실  

지어 치 에 여 고, 지어 치는 든 차수에  연  편도

수 다. 그림 2.1.4참
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그림 2.1.4 지어 곡 ( 치) 에  4개  어 (    )

2개  매개변수()  보간에  1차 지어 곡  나타내 , 

     

     

     
  

가 다. 그림 2.1.5 참

 또 , 9(3×3)개  어 에  차 지어 곡  그림 2.1.6과 같  

어진다.

       

  그림 2.1.5 1차 지어 곡                그림 2.1.6 차 지어 곡

 

지어 곡  지어 곡  특   가지고 다.

 (1)  변 . 것   변  가지는 de Casteljau’s 고리  직

 결과 다. 지어 치 어 들  리 트릭 결  갖는다.

 (2) 볼  껍질. 곡  는 어 들  블 껍질 에 다.
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 (3) 경계 곡 들  다 곡 ( 지어 곡 )들 고 곡  어 들  어망  경

계  에 는 어 들에  주어진다.

 (4) 끝  보간 . 어망   개  어  곡  에 여 다. 그림2.1.4 참

 (5)  개  어  움직  체  곡 에 간  미친다. 그러나 그 

과는  어  주변  집 어 진다.

 (6) 칭. 변수들  거나 grid  는 것  곡  변 시키지 는

다.(m=n)

 2  우스도  거리(Hausdorff distance)

  CAGD 또는 링 상에 는 주   곡          사  거리

 우스도  거리(Hausdorff distance)      계산 다. [3, 4, 5, 6, 8]

           각각

     max ∈     min ∈      

     max∈     min ∈      

라  , 우스도  거리      다 과 같  다.

    max        

  다시 말 , 미 가능   곡  , 사  우스도  거리는 그림 

2.2.1 에  보듯  식

′ ∙     , ′ ∙     

 만 는   ,    찾  얻어질 수 다.

그림 2.2.1  곡     ∈    ,   ∈     우스도  거리.
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3  다  곡    근사  차  

 

 1  차 다  곡    근사

   

    차 지어 곡 에  지어 곡  식

            
  




  




 

 ∈ ×             (3.1)

여 에  는 지어 곡  9개  어 ,

 
    

  
   

 는 스타  다 수 다.

  (3.1)식에   ≤  ≤   ≤ ≤   차 지어 곡     

어                다 과 같다.  그림 3.1.1 참

        

    그림3.1.1 차 지어 곡  에  4개  어  나타내   

계                

    cossin sinsin cos 

    cossec
  sin

   sinsec
  sin

  
                                              sec

   cos
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    cossin sinsin cos 

    sec
   cos

  sin sec
   sin

  sin cos 
   sec

   cos
   cossec

  sin
  

 sin
   sinsec

   sin
   

sec
   sin

   cossec
  sin

  
 cos

   sinsec
  sin

   

    sec
   cos

  
    sec

   cos
  sin sec

   sin
  sin cos 

    sincos sinsin cos 

    cossec
  sin

   sinsec
  sin

  

                                              sec
  cos

   
    sincos sinsin cos 

  어  에  차 지어 곡   에  식

 
  




  




 

 ∈  ×   

     라 ,

   cossin
cossec

 sin
 

    cossin
sec

 cos
 sin

    sec
  cos

 cossec
 sin

 sin
 sinsec

 
    × sin

  sec
 cos

 sin

    sincos
cossec

 sin
 sincos --①
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   sinsin
sinsec


sin


sinsin



   sec


sin 


sin

sec


sin 


cos

   × sec


sin


cos


sinsec


sin


 

   sec


sin 


sin

sinsin


   sinsec


sin


sinsin

 ---------------②

    cos
sec


cos


cos



      cos
sec


cos


cos



      cos
sec


cos


cos

 ----------③

,   에  차 수가 다.

 

 차 지어 곡 에  지어 곡    값에 라 9개  어

에  그릴 수 다. 그림 3.1.2 참

그림 3.1.2  9개  어   차 지어 곡 ( 치)
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  지어 곡  나타내는 식  여 다  태  지어 치  

만들고  연결 여  만들 수 다. 라  × 지어 곡  

여   보  다 과 같다. 

(1) 4×2 지어 치           (2) 4×3 지어 치   

      ( ∆  

 ∆ 


 )                       ( ∆  


∆ 


 )    

       

  그림 3.1.3 4×2 지어 치        그림 3.1.4 4×3 지어 치 

(3) 6×5 지어 치           (4) 8×5 지어 치   

     ( ∆  

 ∆ 


 )                     ( ∆  


∆  


 )  

            

  그림 3.1.5 6×5 지어 치         그림 3.1.6 8×5 지어 치 
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 2  차 다  곡   (sphere) 근사  차

  차 지어 곡 에  지어 곡  식       

         경우, 단  (sphere) 에  

   사  우스도  거리  는

                  
max  

∈  
                      (3.2)

고,          는 차 수 다.  

   우스도  거리  가 가 는 ( )    

가 원에 매우 가 다고   는 , 

 ≈     

라 생각  수 고,    별  

       ∥∥                  (3.3)

 달리  수 다.[2]

  라 , × 지어 치 차는 식(3.3)  여  에  편미  

여    ,       만 는  값 에  차가 가 는 

   ∈  값   후 식(3.2)에 여 실  차값  다. 
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그림 3.2.1  지색 에 근사시킨 4×1 차 지어 곡

 단     지어 곡   사  우스도  거리     

 지어 곡        값  ①, ②, ③  식(3.3)에  

         는   에  4차 수가 다.

  리 3.1  차 지어 곡  ∈ × 가 3.1 에  시  어

 가진 근사곡 고, 단  에  차 수  라  , 다  동치 계

가 립 다.

                  ⇔    

 

여 ,    에  편미 다.  

그림 3.2.2  지어 곡 에    
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)     ∘   라 고, 것  에 여 편미

          ∘       ∘    
  ×  ×   ×

가 다.

 , ∀∈     , 차 지어 곡  등매개곡

            생각  보 .  등매개곡     

     에  상수  보 고  다. ( , 가  평 곡  

다.)

 차 지어 곡  9개 어       보 ,

어       cos    cos ,

어       sec

 


 
   sec

 


 
,

어       cos    cos   수 다.

라 ,

       





 



















 





  
 






             







          cos







sec

 


 
 






cos
 






 고,

  여 , 
 

 
         어

  cos
   sec

 


 

  cos

   가 다.

라 ,      에  고  값   수 고,

 ∀∈ ,       0  다.

  ( ,           .)
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 ,     경우  생각  보 .

 지 (without loss of generality)      수가 다.

 차 수   에  편미   에        ,

      ∘           ∘       

 다. 여 에

 
  




  




 



   
  




  



   
 

 

 고        

     
  




  



  


 

 
  




  


 

  식에      고, 
   이므로 

     어

       다.

그리고,   
  




  






     어

      ∘            ∘       
   ×    ×    × 
 

   수 다.

또 , 차 지에 곡 과    


에  칭 에    에 도 

      다.

마찬가지 , 는 에  4차 수 고   


에  칭 므 ,   


에  

 

      다.                □
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 리 3.2   ∈  ×   값

max









max
  

 



다. 여 , ∈ ,     삼차 식   

     근 다.

(단, ∉  경우엔 차값  0  보 다.)

)  리 3.1에 , ≠ 


, 는 값  가질 수 없다. 

식 (3.3)  에  편미   식   라 ,

 ⅰ)     ,      ⇔    

   고,

       에    값   

가  보 .

그림 3.2.3     경우   평 상  차 지어 곡

역시  지 고,     , 어     는 평 상  

들    수 다.

 차 수   에  편미   라 고,     

    ∘ 

가 다. 여 에     
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       sin  cos

          

 sec
 



 
 sin   sec

 


  

  ∘

 ×sec





sin× sinsec





cos× cos

sec





sec







sec









   수 다.

 또 , 차 지어 곡     경계곡  원     


에 여 

칭 므      경우에도       다.

 편, 는 에  4차 수 고   


에  칭 므 ,  에  

   

   다.

라 , , (   ∈ )  값   

 다.

ⅱ)     , 차 지어 곡  우 칭 므       마찬가지  

      ⇔    

   고,

        

   


      어 

 ,(   ∈ )  값   

 다.

ⅲ)   


 , 

는 4차 수 므  껏  3개  극값  갖는다. 그 극값

 갖는  치   라 .

,  

    ⇔      ( ∈ )  고,
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 ,(  

 ∈ )  값  



  


  


    


   


  

 다  개  값에   수 , 가 에 들어 지 ,   

값에  미치지 므 , 

    보 다.

라 , ,∈ ×   값  에   6개  값 

 

   


 


  


   


     

 값  다.                       □

 리3.1과 리3.2  여 지어 치 수에  차   보 ,

(1) 4×2 지어 치(∆  

 ∆  


)  경우

 

차 다 곡  차 수

             

  후   


  에  편미  여  

    만 는 

 ∈       


 다. 

다 곡 상에  단  지   거리   

    


 




                 

에  

             =0.097060  고, =0.203542

 다.

 참고       

 또는      


  경우   =0.060660, 



- 21 -

=0.125000  고, 

     

   경우   =0.060600 , =0.125000 

     

   경우   = 0,        = 0 

그림3.2.4 4×2 지어 치  경우    ∈    에    그래

           

  (2) 4×3 지어 치(∆  

 ∆ 


)  경우

 

    차 다 곡  차 수

             

  후   


  t에  편미  여  

    만 는 

 ∈       


 다. 

다 곡 상에  단  지   거리   
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에  

                =0.071652  고, =0.148438

 다.

참고       

 또는      


  경우  =0.010363, 

=0.020833  고, 

    


   경우   =0.045825, =0.093750

    


   경우   =0.045825, =0.093750

그림3.2.5 4×3 지어 치  경우    ∈    에    그래

                

(3) 5×3 지어 치(∆  

 ∆  


)  경우

 차 다 곡  차 수

             

  후   


  t에  편미  여  

    만 는 

 ∈       


 다. 

다 곡 상에  단  지   거리   

    


 






- 23 -

                  

에  

                       =0.033139  고, =0.067376

 다.

참고       

 또는      


  경우   =0.010363, 

=0.020833  고,

     

   경우   =0.016954, =0.034195

     

   경우   =0.016954, =0.034195

그림3.2.6 5×3 지어 치  경우    ∈    에    그래

  

(4) 6×4 지어 치(∆  

 ∆  


)  경우

 차 다 곡  차 수

             

  후   


  t에  편미  여  

    만 는 

 ∈      0.5968760591  다. 

다 곡 상에  단  지   거리   
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에  

                    =0.012283  고, =0.024716

 다.

 참고       

 또는      


  경우   =0.003136, 

=0.006282  고, 

      

   경우   =0.005195, =0.010417

      

   경우   =0.010363, =0.020833

그림3.2.7 6×4 지어 치  경우    ∈    에    그래

 (5) 6×5 지어 치(∆  

 ∆  


)  경우

차 다 곡  차 수

             

  후   


  t에  편미  여  

    만 는 

 ∈       


 다. 

다 곡 상에  단  지   거리   
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에  

                  =0.011635  고, =0.023406

 다.

 참고       

 또는      


  경우   =0.001259, 

=0.002520  고, 

      

   경우   =0.009378, =0.018844

      

   경우   =0.009378, =0.018844

그림3.2.8. 6×5 지어 치  경우    ∈    에    그래
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m×n ∆ ∆    


 max 
∈  

4×2 





0.5 0.4118 2.04×10-1 9.71×10-2

4×3 





0.5 0.5 1.48×10-1 7.17×10-2

4×4 





0.5 0.0975 1.25×10-1 6.07×10-2

4×5 





0.5 0.5 1.28×10-1 6.20×10-2

5×2 





0.5 0.4666 1.52×10-1 7.32×10-2

5×3 





0.5 0.5 6.74×10-2 3.31×10-2

5×4 





0.5 0.6877 4.77×10-2 2.36×10-2

5×5 





0.5 0.5 4.82×10-2 2.38×10-2

6×2 





0.5 0.4845 1.37×10-1 6.63×10-2

6×3 





0.5 0.5 4.21×10-2 2.08×10-2

6×4 





0.5 0.5969 2.47×10-2 1.23×10-2

4  근사결과

   단  (sphere) ,  ≤  ≤   ≤ ≤   지어 곡  식     

        근사  경우,  지어 곡  사  우스도

 거리    식  다 과 같다.

 
max 

∈  
                             

고,          다. 

  식  여 치  크  수에   지어 곡 사  우스도

 거리( )는 1.1과 1.2  같   수 다.

1.1 ∆ ∆에  우스도  거리( )
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6×5 





0.5 0.5 2.34×10-2 1.16×10-2

7×2 





0.5 0.4919 1.31×10-1 6.36×10-2

7×3 





0.5 0.5 3.20×10-2 1.59×10-2

7×4 





0.5 0.5541 1.58×10-2 7.88×10-3

7×5 





0.5 0.5 1.35×10-2 6.71×10-3

8×2 





0.5 0.4953 1.29×10-1 6.23×10-2

8×3 





0.5 0.5 2.72×10-2 1.35×10-2

8×4 





0.5 0.5322 1.17×10-2 5.85×10-3

8×5 





0.5 0.5 8.82×10-3 4.40×10-3

Patch 

수
m × n ∆ ∆     




max 

∈  

8 4 × 2 





0.5 0.4118 2.04×10-1 9.71×10-2

10 5 × 2 





0.5 0.4666 1.52×10-1 7.32×10-2

12 4 × 3 





0.5 0.5 1.48×10-1 7.17×10-2

12 6 × 2 





0.5 0.4845 1.37×10-1 6.63×10-2

14 7 × 2 





0.5 0.4919 1.31×10-1 6.36×10-2

15 5 × 3 





0.5 0.5 6.74×10-2 3.31×10-2

16 4 × 4 





0.5 0.0975 1.25×10-1 6.07×10-2

16 8 × 2 





0.5 0.4953 1.29×10-1 6.23×10-2

18 6 × 3 





0.5 0.5 4.21×10-2 2.08×10-2

20 4 × 5 





0.5 0.5 1.28×10-1 6.20×10-2

1.2 치 수에  우스도 거리( )
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20 5 × 4 





0.5 0.6877 4.77×10-2 2.36×10-2

21 7 × 3 





0.5 0.5 3.20×10-2 1.59×10-2

24 6 × 4 





0.5 0.5969 2.47×10-2 1.23×10-2

24 8 × 3 





0.5 0.5 2.72×10-2 1.35×10-2

25 5 × 5 





0.5 0.5 4.82×10-2 2.38×10-2

28 7 × 4 





0.5 0.5541 1.58×10-2 7.88×10-3

30 6 × 5 





0.5 0.5 2.34×10-2 1.16×10-2

32 8 × 4 





0.5 0.5322 1.17×10-2 5.85×10-3

35 7 × 5 





0.5 0.5 1.35×10-2 6.71×10-3

40 8 × 5 





0.5 0.5 8.82×10-3 4.40×10-3



- 29 -

5  결  

  에  우리는  차 지어 곡  근사 는  시 고, 

 지어 곡  사  우스도  거리  는 도 다. 그리고, 

 허 차가 주어질 경우  지어 치수   수 는 블  

얻었다. 특 , 우리가 에  시  차 지어 곡   에 비  수

 차  가능 다는  가지고 다. 삼차 상  차수  갖는 지

어 곡  차 수  도 수가  5차 상  나 므 , 수   얻  수 

없고, 차  간단 게 공  수 없다. 우리가 시  차 지어 곡  근

사  차  시 3차 식  나 므  수    수 고, 것

 수  차  가능 다. 또 , 낮  차수에도 고 우리가 시  

2차 지어 근사 곡  평  연  도  어   수 었다.  

결과 웃  지어 치끼리 드럽게 연결   수 다. 후 우리는 본 

  offset 곡  연   것 다.
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