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ABSTRACT

Subdivision of quadratic rational Bezier curve

                      In Ji Im

                      Advisor : Prof. Ahn, Young Joon, Ph.D.

                      Major in Mathematics Education

                      Graduate School of Education, Chosun University

In this paper we present a method of Subdivision by quadratic rational  

Bezier curve. It was shown that we can divide a quadratic tational 

Bezier curve not   subdivision but   subdivision.

When  curve is approximated to  curve, we can find the closet 

curve when a Hausdorff distance should be smaller then TOL.

In this way when we subdivide the quadratic rational Bezier curve to 

find an approximated curve, there is an advantage to be able to divide 

less then   subdivision. In addition it has applicabilities.

Key Words : Quadratic rational Bezier curve, Quartic Bezier curve, 

Spline, Hausdorff distance, Approximation order, Geometric contact, 

 .
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이차유리베지에 곡선의 분할

Subdivision of quadratic rational Bezier curve

제1장 소개

베지에 곡선은 아핀변환에 대하여 불변하여 매우 안정된 모양을 만들고 계산

하기 쉽다. 또한 미분이 가능하고, 볼록 다각형의 성질도 만족한다. 이러한 

장점 때문에 CAD / CAM의 수학적 문제해결에도 많이 이용되고 있다. 

이차 유리 베지에 곡선을 분할하는 방법으로는 Floater의 조각 분할하는 

방법이 있다. 그러나 이러한 방법을 사용하면 허용오차를 만족하기 위해 필

요 이상의 분할을 해야 하는 단점이 있다. 본 학위 논문은 유리 베지에 곡선

의 단점을 보완하기 위해 제시된 것이다[1], [5], [6], [7], [8], [9].

본 논문에서는 이러한 단점을 해결하기 위해 허용오차를 만족시키면서 최소

한의 조각 분할을 하는 방법을 제시하였다. 일단 주어진 곡선의 중심, 초

점, 꼭짓점을 구하여 곡선의 끝 점과 중심이 이루는 각을 구하고, 그 각을 

분할하여 


인 곡선 위의 점을 찾는다. 그 점을 중심으로 오른쪽 곡선을  

Floater의 조각 분할을 이용하여 분할한다. 그러면 분할 된 모든 곡선이 

 연결 연속을 만족한다. 그리고나서 조각 분할한 곡선 와 의 

Hausdorff distance가 허용오차를 만족하는지 확인할 것이다. 

이 논문은 다음과 같이 구성되어 있다.

2장에서는 이차 유리 베지에 곡선의 기존 연구 결과에 대하여 정리하였다

[2], [3].

3장에서는 이차 유리 베지에 곡선의 조각 분할하는 것을 확장하여 조각 

분할하는 방법에 대해서 정리하였다[4]. 그리고 조각 분할에 대한 예시를 

제시하였다.

4장에서는 결론 및 의견과 향후 연구에 대해서 정리하였다.
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제 2장 기존 연구 결과

제 2.1절. 이차 유리 베지에 곡선의 코닉(conic) 표현 방법

이차 베지에 곡선 는 다음과 같이 정의된다.

=



 ,     ∈ .

여기서,    ∈ℝ
는 제어점이고 


   

 

는 이차 번스타인 다항식이다.

이차 유리 베지에 곡선 는 다음과 같이 정의된다.

        



 









,    ∈ .              (1)

이차 유리 베지에 곡선 의 표준형은 다음과 같이 정의된다.

=









 


      (여기서,  


)

참고논문 [2]의 기호를 따르자면


   , 

   , 
   

이다.

정의2.1 

(a)    는 의 유클리드 노름을 나타낸다. 

(b) 분모   





(c)  


라고 놓자. 그러면        로 표현

된다.                                                                (2) 
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모든 에 대하여   인 이차 유리 베지에 표준형 식을 주로 사용할 것이

다. 

성질2.2 

(a) 분모

  
 




    는  에서 양수이므로, 는 에서 유계이다.

(b)      ,  ≧  ∀∈ 

그림1. 의 예. 

성질2.3 convex hull(볼록 다각형) 

   , ⊂∆ ∀∈ 
즉, ≤ ≤ 에서 제어 점의 볼록 다각형(convex hull) 위에 놓인 의     

일부이다. 는  ,  , 에 관한 의 무게중심좌표(barycentric 

coordinates)이다.

정의2.4 ∆ 위에 있는 세그먼트는 표준 세그먼트라 하고, 끝점  , 를 

포함하는 곡선의 나머지는 “여(complement) 세그먼트”라 한다. 
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그림2. 와  예 

성질2.5  
  



이므로,   

 .

정의2.6 

     ,    

이라 하자. 그러면  는 다음과 같다.

  ,   

정리 2.7 

(a)    ,    .
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(b) ′ 


 ,  ′ 


 .

<증명>

(b) 를 미분하여 과 을 대입하면,

′  


   ,  ′ 


    

이다. 

성질2.8 

(a)        에서 의 oblique 좌표계는   

      ,    .

(b)    




     
 

이므로 성립한다.

(c) 임의의 에 대하여

  


    



 





 .

따라서 곡선이 다음 (사교)양의 방정식을 만족한다.

정리2.9    




일 때, 에 대하여

                       ,  ∈              (3)

위 식은 이차이기 때문에, 전체 곡선 는 코닉이다.

식 (1)에서 동일한 곡선 세그먼트의 표현이     의 값에 따라 다양한 

결과로 표현이 가능하다. 그러나 좌표계  가 고정되어 있기 때문에 
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식 (3)에 따라서  




값은 이러한 모든 매개변수화에서 불변이며 동일

하게 유지된다.

                       ,      ,    .                        (4)

따라서  ,  , 의 평면은  평면이며,    ,    의 경우 

의 oblique 좌표계   는

                          

          
,

                          

          
.                   (5)

정의2.10

  모든   에 대하여, 여 세그먼트 곡선 는 다음과 같이 정의된다.

        ,  

      .    ∈ 

의 좌표 , 는

   ,   , 

이다.

식 (5)는 다음을 만족한다.

                 


   ,   ∈ , ≠ .            (6)

즉,  , ,  는 동일 직선상에 있다.

     
    에서 근  , 는 다음 식과 같다.

                           

 ±
                       (7)

일반적으로 를  위에서 다음과 같이 분류할 수 있다.

(a)  : 타원이다. 는 실근이 없다. 그래서 이것은 0에서 떨어져 유계이

고,   도 유계이다. 

(b)   : 포물선이다.   이고 는 부호가 변하지 않는다. 유계가 아니

다. 



- 9 -

(c)  : 쌍곡선이다. 는 특이한 해   를 갖는다.

정리2.11  

                           
 

 


                         (8)

<증명>

     ,  


  
  

임의의 스칼라 k에 대하여, 

     

을 만족한다. 그러면

    
 

 

 
 

 
  

이다. 따라서   

 
이고,  

 
이다.

위의 두 식에서 는   

 
,    

 
이기 때문에

두 값을 같다고 두고 정리하면


  



 






 

이므로 위 정리가 성립한다.

따름정리2.12  

           


,   


              (9)

명백히, 가 표준 세그먼트 일 때    , 여 세그먼트 일 때    이  

다. 동일선상에 있으므로     , 식 (9)에 의해    이고 이

것과 관련하여 다음 식을 나타낼 수 있다.
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따름정리2.13

                              

                          (10)  

 

<증명> 

    

이므로  는 다음과 같이 쓸 수 있다.

   


,    



그런데

     

이므로  

     




과 같이 쓸 수 있고, 따라서 정리가 성립한다.

유리베지어식의 장점 중에 하나는 변환에 불변한다는 것이다.

가 삼차원 공간에서 아핀 변환이면(즉,   ),

  . 

즉,   


위 식은 곡선을 변형시키는 것과 컨트롤 포인트만 변형하여 베지에 곡선

을 그리는 것이 같은 결과를 보여준다는 것을 의미하고 있다. 

정의2.14 

부분분할(Subdivision)을 위해 이차 유리 베지에 곡선을 다음과 같이 정의한

다.

 


.

  


,   


 (단, ≠ ≠)
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그림3. 유리베지에 곡선의 부분분할

의 성질은 의 범위에 따라 결정된다. 

유리 곡선의 부분분할을 위해 충분히 작은 에 대하여 ≤ ≤ ∈  인   

곡선 의 분모, 분자를 분리하자.

                 
  
 

            
 



             

이고, 

             

이다.

위의 점으로부터 만들어진 곡선의 왼쪽 부분을 라 표기하자.

 ≤  ≤ 에 대하여 는 웨이트       ≠를 갖고, 제어점은 

 

  
 

 
 

 
이다.

비슷하게 곡선의 오른쪽 부분을     라 표기하자.

 ≤  ≤ 에 대하여     는 웨이트       ≠ 를 갖고, 제

어점은  

 
 

 
 

 
이다. 그리고  의 접선의 방향은  

 
 

 

이다.
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rho-conic parameterization : 

conic과 의 교차점을 이라 하고,   


이라 하자. 그러면  

 

은 현의 중점이 된다.

정의2.15 는 다음 식에 의해 정의된다.

      

따름정리2.16 의 조건에 의해, 

                                                       (11)

<증명> 

    일 때, 는 ∆안에 있다. 그러므로 웨이트의 비는

       


  

    


   

       

                                  

 

과 같다. 그리고  




는  


 

과 같으므로 에 대하여 정리하면 

 ±



이다. 따라서 다음과 같이 나타낼 수 있다.

               


 ,  


, ∈                (12)

에 의해 만들어진   는 ∆ 안에 있다. 은 포물선에서  


, 

타원에서   


, 쌍곡선에서   


이다. 

에 의해 만들어진   는 ∆ 밖에 있다. 는 타원에서   , 쌍

곡선에서   , 포물선에서는 존재하지 않는다.

위 식으로 주어진 매개변수를 -conic 매개변수화로 쉽게 바꿀 수 있다.
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그림4. 이차 유리 베지에 곡선으로 나타낸 원

conic의 특성:

이제 코닉의 모든 기하학적 특징을 제어점  ,  , 와  




로 표현할 

수 있다.
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그림5. 이차 유리 베지에 곡선으로 나타낸 타원

그림 6. 이차 유리 베지에 곡선으로 나타낸 쌍곡선
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정의 2.17 conic의 중심 식 :

                             


                       (13)

<증명>

         = 




=





           = 
 




           =  
  

 

           = 

   
   

           =  

  
   

           =  

   


 
  

 


           =  




  
 

           =   
   


    ( 


,  


)

           =   




정의2.18

  


,

     ,    ∙  ,      

     ×  ,

       ,

        .

이차 유리 베지어 곡선이 포물선, 타원, 쌍곡선일 경우에 대하여 알아보자.
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그림7. 이차유리베지에 곡선으로 나타낸 포물선의 초점, 꼭짓점, 준선

1) 포물선일 때 

   · 초점 

   


   · 꼭짓점 

    
 




 





   · 준선이 지나는 한 점 

  

   · 준선

     
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그림8. 이차유리베지에 곡선으로 나타낸 쌍곡선의 

중심, 초점, 꼭짓점, 준선

2) 쌍곡선일 때, 

   · 중심 

   

   · 주축거리  

  





쌍곡선의 꼭짓점을 구하기 위해   ,   중 하나를 잡자. 

       ,      

     ,           

그리고   


   


  ,   

  
로 잡으면 꼭짓점  , 

는 다음 식을 이용하여 구할 수 있다.
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   · 꼭짓점   

            

             

   · 중심에서 초점까지의 거리   

  

   · 초점 

   

   · 준선이 지나는 한 점 

  


,    


  

그림9. 이차유리베지에 곡선으로 나타낸 타원의 

중심, 초점, 꼭짓점, 준선
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3) 타원일 때 

   · 중심 

   

   · 장축길이  , 단축길이  

 




,   





   · 꼭짓점 

            

           

   · 준선

  


,    

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제 2.2절 이차유리베지어 곡선에 의한 근사 방법

the error bound(오차범위) 

유리이차베지어곡선의 근사를 생각해보자.

그림10.   ,   ,   일 때, 

=









 


  ,   ∈


의 크기에 따라 의 모양이 달라지는데   일 때는 타원,   일 때는 

쌍곡선,   일 때는 포물선이 그려진다. 

가 베지에 곡선 위에 있을 때 최대 오차      에 대해 생각해 보자.

         ,  ∈      

점 와 는 과 의 어깨점인 것은 잘 알려진 사실이고, 둘 다 

와 의 직선 위에 놓여있다. 일반적으로   일 때    

가 최댓값을 가진다. 

실제로     일 때      의 최댓값을 얻을 수 있는 매개변수화 
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를 생각한다. 벡터   가  와 평행하는 는 다음과 

같이 정의된다.

        , 

        

그리고 이것은 다음 성질을 따른다.

                        
    



         


                         
    

  

보조정리2.19

     일 때,         이라 하자.

그러면 

    
  

     

    일 때는 반드시 와  가 둘 다 양수이다. 왜냐하면   이기 

때문이다.

의 1계 도함수는 다음과 같다.

 ′       ,   ′  

   일 때 벡터  와    는 같은 방향이고  일 때는 

반대방향이다.  의 크기는 다음 따름정리를 보자.

보조정리2.19에 의해 다음 식을 찾을 수 있다.

    
 



    

    .

만약, 

     

이면 

 ′ ′   
  

이다.

그리고 ′   일 때, 는   일 때  범위에서 최대값을 가진다. 

그러므로     일 때      은 최댓값을 가진다.    와 

   로부터 다음 정리가 증명되었다.
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정리2.20 오차(하우스도르프 거리) 

   ≤    

  
    ,  ∈  

Approximation by subdivision (부분분할에 의한 근사)

그림11. 의 첫 번째 분할 (  )

정리2.20은 에 의해 을 근사할 때 오차에서 상한을 구하는 식이다. 

이것은 과          으로부터 의 최대거리가 

   
max

∈    
min

∈     
   

인 곳에서  ≤  이다.

반복적으로 이진법 분할을 하여 베지에 활꼴의 수열 형태로 에 가까워지는 

스플라인 근사를 얻으려면 이 범위를 사용할 수 있다.

오른쪽 점에서 을 부분 분할함으로써   연속을 만족하는 것을 볼 수 있

다. 용어  는 기하학적 연속성을 의미한다.

이 하위곡선    ≤  ≤  과 가 하위곡선    ≤  ≤  이 되면 다음을 찾을 

수 있다.
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      

      

그리고

        

       
, ∈  

여기서   이다. 그리고

 

   

     

   

   .

표준형 식에서 과 을 넣어 재매개화하면 다음 식이 성립한다.

         

    

그리고

          

     

여기서     를 얻을 수 있다.

만약, 

          

그리고

               

에 의하여 우리가 과 를 근사하면,     ≤      ≤  을 얻

을 수 있다.

여기서 

           

                .

이다.

두 개의 활꼴 과 으로 구성된 근사치 이 위의 범위에 수렴한 결과는 

 ≤  max     이다.
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Subdivision algorithm. 

각각의 새로운 표준화 된 활꼴의 중간점에서 분할을 계속하여 분할 체계를 

얻는다.

(i)     ,    에 대해서   으로 놓는다.

(ii)  …  
     에 대해서 ,    …  이라 하자. 

     

                   

                                         (14)

                     

        

그리고       라 하자.

∈   에서 으로 번째 근사하는   는 구간적으로 이차이다.

            

여기서  ∈        …
  에 대하여     이다.

Order of continuity(연속성의 차수)

부분분할           의 점에서 번째 근사 이 접선으로 에 다

가갈 때 과 은 만난다. 

다음 정리에 따르면 의 연속 차수가  가 되는 것이 증명된다.

두 베지에 곡선 

      ,

     

이   ,   에서  연속 연결이 되는 충분조건은 스칼라 에 대하여 

          ,        

이다.

그러므로   일 때, 의 두 하위곡선은  곡률 연속임을 알 수 있다. 비슷

한 방법으로   일 때, 네 개의 하위곡선 또한  곡률 연속된다. 두 하위

곡선 사이의 연속차수는 의 두 하위곡선의 연속성을 따른다.

정리2.21 곡선 은  이다.
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위 정리는 균일한 유리 스플라인으로 번째 근사 을 표현할 수 있다는 것

을 의미한다. 이것은 제어 점

             

그리고 노트 벡터는             

근사된   곡률 연속은 이 동시에 모든 간격에서 부분 분할되는 사실에 의

존한다.    
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제 3장. 연구결과 

제 3.1절. 어깨점 조각 분할

정리 3.1 타원   cos sin, ≤ ≤ 의 어깻점 -조각 분할의 분할 

점은 

                       


,                      (15)

이다.

<증명>

 ,  라고 하자.   , ′   sin cos  

그리고


 coscos sinsin

                         sin


sin cos.                  

이다.

그러므로 ′ ║ 이다. 점 는 ∈   에서 타원 호 

의 어깨점이다. 

정리 3.2 쌍곡선   cosh sinh일 때, ≤  ≤ 에서 분할 점의 의 

값은 

                      


,                       (16)

<증명>

 ,  라고 하자.   , ′   sinh cosh 

그리고


 coshcosh sinhsinh

                                  sinh


sinh cosh.

이다.

그러므로 ′ ║이다. 점 는 ∈   에서 쌍곡선 호 

의 어깨점이다. 



- 27 -

예제 1. (이차유리베지에 곡선의 5등분)

제어점을    ,    ,    로 잡고,  


라 하자.

그러면 이므로 타원인 이차 유리 베지에 곡선이 그려진다.

이 타원에서 중심은 

    , 

장축의 꼭짓점은 

    ,    , 

단축의 꼭짓점은 

    ,     , 

초점은 

    ,    

이다. 위 결과를 이용하여 새로운 축을 찾아낼 수 있다. 새로운 축에 대하여 

제어 점   의 새로운 좌표를 찾고, 베지에 곡선을 다시 표현할 것이다.

  

  

    

새로운 점을 이용하여 타원을 그리면 아래 그림과 같이 나타낼 수 있다.

여기서, ∠의 


인 각을 가진 베지에 곡선 위의 점 을 찾았다.  은 베

지에 곡선의 5분의 1인 점을 말한다.

   

베지에 곡선을 에서 분할하면 부분곡선이 나오는데 오른쪽 부분곡선을 2등
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분하고, 또 그 곡선을 각각 2등분하여 4등분했다.

<5조각 분할 점과 각 곡선의 제어점>

 <5조각 분할>

5등분되어진 각 곡선의 웨이트를 확인해 본 결과

 

으로 같았고, 

cos

arccos
  

의 값과 일치했다. 그러므로 각각의 곡선들은  를 만족한다.
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예제2. (이차유리베지에 곡선의 3등분)

제어점을    ,    ,    로 잡고,  라 하자.

그러면 이므로 쌍곡선인 이차유리베지에 곡선이 그려진다.

이 쌍곡선에서 

중심은 

   , 

꼭짓점은 

   ,    ,  

초점은 

   ,    이다.

위 결과를 이용하여 새로운 축을 찾아낼 수 있다.

새로운 축에 대하여 제어 점   의 새로운 좌표를 찾고 베지어 곡선을 다

시 표현할 수 있다.

  

  

   

새로운 점을 가지고 쌍곡선을 그리면 아래 그림과 같이 나타낼 수 있다. 

여기서, ∠의 


인 각을 가진 베지에 곡선 위의 점 을 찾았다. 

   

베지에 곡선을 에서 분할하면 부분곡선이 나오는데 오른쪽 부분곡선을 2등
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분 했다.

<3조각 분할 점과 각 곡선의 제어점>

 <3조각 분할>

3등분되어진 각 곡선의 웨이트를 확인해 본 결과

 

으로 같았고, 

cosh 

arccosh 
  

의 값과 일치했다. 그러므로 각각의 곡선들은  를 만족한다.
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제 3.2절. 응용 - 이차유리베지에 곡선의 최소 N등분

허용오차(TOL)=0.1일 때, 최소 N등분을 하자.

1) 타원 

제어점을    ,   ,   로 잡고,  라 하자.

이때 각 분할된 이차 유리 베지에 곡선에 대해 이차 베지에 곡선으로 근사할 

때의 오차(Hausdorff distance)를 구하자.

N조각   

1 ×
  TOL

2 ×
  TOL

4 ×
  TOL

3 ×
  TOL

  

우리의 방법으로 3등분을 해보면 오차는 ×로 허용오차보다 작다. 

floater의 방법으로는 허용오차보다 작게 하려면 4등분을 해야 하지만 우리

의 방법으로는 3등분만으로도 가능하다.   

<1조각 분할>
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<2조각 분할>

<3조각 분할>
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2) 쌍곡선

제어점을    ,   ,   로 잡고,  라 하자.

이때 각 분할된 이차 유리 베지에 곡선에 대해 이차 베지에 곡선으로 근사할 

때의 오차(Hausdorff distance)를 구하자.

N조각   

1 ×
  TOL

2 ×
  TOL

4 ×
  TOL

8 ×
  TOL

5 ×
  TOL

우리의 방법으로 5등분을 해보면 오차는 ×로 허용오차보다 작다. 

floater의 방법으로는 허용오차보다 작게 하려면 8등분을 해야 하지만 우리

의 방법으로는 5등분만으로도 가능하다.  

<1조각 분할>
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<2조각 분할>

<4조각 분할>

<5조각 분할>
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제4장. 결론 및 의견과 향후 연구

이 논문에서는 기존 floater의 방식인 이차 유리 베지에 곡선의   분할이 

아닌 분할을 성공했다. 곡선 를 에 근사할 때 오차(Hausdorff 

distance)가 허용오차(TOL)보다 작아야 가장 근사한 곡선을 찾을 수 있다. 

우리의 방법은 근사한 곡선을 찾기 위해 부분분할을 할 때 분할하는 방법

보다 더 적게 분할하여 허용오차를 만족할 수 있다는 장점이 있다. 또한 그

것의 응용성도 있다.
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