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ABSTRACT

 Isogonal and Isotomic Conjugates of Quadratic Rational 

Bezier Curve 

Yun, Chan Ran

Advisor : Prof. Ahn, Young Joon, Ph.D.

Major in Mathematics Education

Graduate School of Education, Chosun University

   It has been described in a recent paper [4] by Keith Dean and Floor 

van Lamoen how to express isogonal conjugates and isotomic conjugates 

through barycentric coordinates. It is shown that when conic points are 

sent to isogonal and isotomic conjugates, those conjugates are conic. In 

addition, the centroid's  isotomic conjugate is its own conjugate as well as  

incenter's isogonal conjugate is its own conjugate.  Therefore the centroid 

and incenter quadratic rational Bezier curves are the same as the isotomic 

conjugates and isogonal conjugates respectively.

Key word : homogeneous barycentric coordinate, quadratic rational Bezier 

curve, isogonal conjugate, isotomic conjugate, centroid, incenter.
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차 리 지에 곡  등각공 과 Isotomic공

Isogonal and Isotomic Conjugates of Quadratic Rational Bezier Curve

1 . 개

․고등   수 에  우는 원, 포물 , 타원, 곡 들   원뿔곡 라

고 리는 도 들 다.

 곡 들  스크림  같  원뿔  도  다  각도에  평  

라보  원, 포물 , 타원, 곡  같  단  얻  수 는  러  도 들  원

뿔곡  라고 다.

컴퓨  그래 에 주 쓰 는 매개변수 곡  지어 곡  웨 트(weight)에 

라   원뿔곡 들   수 다.

  문에 는 원뿔곡 에  보고 리 트릭 좌 비(homogeneous 

barycentric coordinate)  여 삼각 에  각점에  등각공 (isogonal 

conjugate)과 믹 공 (isotomic conjugate)  리 트릭 좌 에  조

사 고 삼각 에   공 들  질  연 다. 

또  차 리 지어 곡   점에  접   점에  만 다고 가정   

각 점  등각공  또는 믹 공  보내도 차 리 지어 곡  

 다.

  문   다 과 같다.

2 에 는 리 트릭 좌 비에  개 고 등각공 과 믹 공 에 

  진 사실  정리 고 들 공  리 트릭 좌  다. 또  

차 리 지어 곡 에 여 미 진 사실  정리 고 등각공  질

   가지 흥미 운 사실  개 다.

3 에 는 등각공 과 믹 공  차 리 지어 곡   수 

 다.

4 에 는 결 에  정리 다.
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2 . 비지식  존연 결과

2.1 리 트릭 좌 비(homogeneous barycentric coordinate)

 리 트릭 좌 비란 삼각   변과 

어   점  루는  삼각   비  타내는 점  좌  말 다.

 ∆에  점가 다.

 점에  누어지는 ∆∆∆   비가 각각     라 

   점  리 트릭 좌 비라 고          다.

[그림1]

   연 과 가 만 는 점  ,   연 과 가 만 는 점  

 ,   연 과 가 만 는 점  라고  리 트릭 좌 비 는 

에  점 므  (1)  만족 다.




 


 


 


 


 


                      (1)
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[그림2]

다   리 트릭 좌 비         닌 정수 에 여      는 같

다.

그러므  리 트릭 좌 비  정규 (normalize) 시킬 는  1  도  

다.

  정규  시킨 좌  

   쓰고 것  트릭 좌 라고 다.





   








 

 리 트릭 좌 비  리 트릭 좌 에   가지  살펴보 .

1) 무게 심(centroid)

   ∆     점 는 무게 심 다.( , 는 ∆  

변  점 다.)

[그림3]
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라  무게 심   리 트릭 좌 비는         고 것  정규   

리 트릭 좌 는 

 


 다.

2) 내심(Incenter)

∆  내심  ,   내접원  지 라고 .

[그림4]

∆  

 ∆  


 ∆  


 므

내심  리 트릭 좌 비는

   

  


  


       고,

 좌  정규  시킨 리 트릭 좌 는 




 다.

 리 트릭 좌  는 차결  태   가능 다.

 

    

     

가 립 고 같     도 (2)식  만족 다.

     (단,   )                    (2)

      므   


  


  


 다.

간단히 말  리 트릭 좌       수 다.
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2.2 Isogonal conjugate(등각공 )과 Isotomic conjugate

2.2.1) 등각공 (Isogonal conjugate)

등각공 과 믹공  19 에 처  연  종 (synthetic 

geometry)에  내  삼각  에  게 쓰 고 다. 

 등각공  1828  Jacob Steiner에  처  었다. 

공  라고도   개  점, , 수가 특수  계에   전 도 

그 질  변 가 없  경우  말 다.

등각   들어 ∆     점   ∠  등 에 여 칭  

도   에 는 점 ′  는다.    ′  Isogonal 라고 

다.  

[그림5]

 ∆  등각  각각   ′,   ′,   ′ 고, 

가  점에  만   ′′′도 또   점에  만 다. 

 ′′′  점  에  만 는  점 에  등각공  

라고 다.

정리1]

   리 트릭 좌 비       라고     리 트릭 좌 비는 

 

 


 


  다.

) 그림6 참조.
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라고 .

∆
∆

 


×sin    

sin
 ∆
∆

 


×sin

sin    
 

  비  타낼 수 다. 

  sin    

sin
 


×∆
∆

 고 

∆
∆

∆

∆
 


 









다. 

같   ∆
∆

 









 가 립 므   

 


 


  등각공  

 리 트릭 좌 비   수 다.

[그림 6]
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2.2.2) 믹 공 (Isotomic conjugate)

 믹 공  1889  John Casey에  개 었다.

∆  변  점에   ′가 는 점  ′  칭   

  같    가  점에  만    ′   ′  ′   

또   점 ′에  만  점 ′′′  각각 점 에  믹 점

라고 고   ′   점 에   믹 공 라고 다. 

정리 2] 

  리 트릭 좌 비       라고  그것  믹공  ′  

고  리 트릭 좌 비는 

 


 


 다. 

[그림 7]
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) 

∆′
∆′

∆′
∆′

∆
∆

∆
∆

 


 









 고 같   

∆′
∆′

 









가 립 므  ∆′ ∆′ ∆ ′  

 


 


 다.

 점′  리 트릭 좌 비는 ′  

 


 


 다.
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2.3절 지어 곡 (Bezier curve)

 지어 곡  랑스 수  지어(Bezier)가 고  곡  컴퓨  그래 에

  태  곡  매개변수 다  곡    수 적  만든 

곡 다.

지어 곡  다 고  질  가져 CAD, 컴퓨 그래 ,   

도  그릴  등 여러 가지  쓰 고 다.

  곡  제어점  통과 는 것  닌 시 점에  시  곡  접  

제어점  진 는 , 제어점    매개 수식  통  곡  

만들어진다.

시 점과 점  포  제어점  개수가 많 수  복  곡  만들 수 는  

계산에 시간  많  걸  제어점  무 많  사  수는 없다.  

 개 제어점    ℝ 또는 ℝ상에 주어질 , 차 지어 곡  

  정식  다 과 같다.


 




,   ∈  

   
   스타  수(Bernstein basis function) 고, 













≤≤

 
 다.

지어 곡 에는 여러 가지 질들  는  ∈에 여 곡 는 상 

에   에  고 여러 개  지어 곡  연결   곡  스

라 곡 (spline curve)라고 다.
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2.4절 원뿔곡 과 차 리 지어 곡

 원뿔곡 (conic curve)  원, 포물 , 타원, 곡 등  말 다.

원뿔곡  차 리 지어 곡  가 치(weight)에 라 포물 , 타원, 곡

 다.  절에 는 리 지어 곡  과 차 리 지어 곡  원뿔

곡  는 경우  보겠다.

 차 리 지어 곡  적  태는

  
 










 ,  ∈  

고     ∈ℝ
는 제어점(control point) 고 수    ∈ℝ는 가

치 다. 

차 스타  수는 각각 
   

   
  다.

는 다 과 같  타낼 수 다.

 















 


간단히 







신    다 과 같  타내 도 는  식  차 

리 지어 곡  라고 다.



 





  

   
 

  경우, 

  어 점 (shoulder point) 라고 다. 

 다 과 같  질  만족 다.

(1) 어  점에  접    과 평 다. 

(2) 만   ,  , , 에 여  

    , ,                  

(3) 어 점    가  리 어진 점 다.

(4)   크 에 라   태가 결정 다.

  ①     경우 는  타원

  ②     경우 는 포물

  ③     경우 는 곡
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  [그림 8] 

든 차 리 지어 곡  는  수 태  갖는다

  ,

여 , 는 차다 식 다. 

제   리 트릭 좌  .

                                                     

,

    

  
 





                                

      

 
 

                           




 

                                  

여 ,  다.
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얻고, 간단히 보











                                (1)                              

  

                            

평 상  든 점 에 여 그 리 트릭 좌  여

    

그  가 식 (1)  만족 는 점    그리  그것   차 리 

지어 곡    그래 가 다.
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2.5절 삼각  심  계

삼각   변  가 다  등변 삼각   변 에  정사각  만들고 

각 정사각 들  꼭짓점   새 운 삼각   개가 만들어 지는  것  

랭크(flank)라고 다.

∆  심   ∆  랭크 삼각  심 들에  본다.

1. 랭크(Flank)

주어진 삼각  ABC   변          라고 고  변 에 

정사각      만든다.

  만들어 지는 삼각    ∆  랭크라고 다.

[그림 9]

만  A- 랭크(∆)  꼭지점 A  심  


 만큼 전시키   는 , 

 는 변   에 다. 

삼각    A- 랭크  미지는 BA가  큰 삼각  만든다.
것 ,   A- 랭크는 가 같다.
러  찰  삼각    그 삼각  랭크 사 에 접  계가 다는 

것  제시 다.
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2. 랭크들  심(Circumcenters of flanks)
∆  심   , ∆  랭크들  심  각각    ,  , 라고 고 

∆  심  라고 .
랭크  심     어  만든 ∆에  생각 보 .

심  변  수직 등  점 므  우리는 ∆  ∆에 닮  

 수 고 그것  ∆   변  정사각  등   수 다.

라  삼각  ABC    변 사  거리는 


, 


, 


 다.

3. 심과 시 언점  랜드 계
   (Friendship of circumcenter and symmedin point)

  삼각  꼭짓점  연  닮  심  만들어진다.
∆  ∆  닮  심  ∆  변 지 는  

삼각  변  에 비 므  삼각 ABC  변에도 비 다.  닮  
심는 시 언 다.

     

 [그림 10]

랭크  심들  ∆는 ∆  시 언점 K에  ∆  

닮 다.
특히, ∆  점  A-Cevian() A- 랭크    A-Cevian( ) 과 
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같   에 다.
∆가 ∆  A- 랭크 므  A- 랭크    A-Cevian( )  

∆  점  A_Cevian()과 같   에 다.
는 B-  C- 랭크 에 도 립 다.

랭크 삼각 들  시 점(symmedian point)1)  삼각    심 

O에    닮 다.
러  계에 는 점 O  K  랜드(friend) 라고 다.

 적 , 우리는 만  삼각  가 Q에    닮  P가 Q  

랜드라고 다.   
A-,B-,C- 랭크는 그들 신  랭크에  칭적 다.

[그림 11]

1) 시 점(symmedian point) : 무게 심  등각공
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4. 등각 공 변 (Isogonal conjugacy)

∆  각  등  또  그것  랭크들  각  등 다.
그러므  어  삼각  내심  신과 랜드가 다.
  랜드 P  Q  생각 보 .

각A  등  사에 ,  는    2)  등각공  지 는 에 

그 진다. 

 삼각  심  랜드  그들  등각공 도 랜드 다.
 무게 심  수심도 각각 시 점   심  등각공 므    

도 또  랜드 다.

2)  :  ∆  A- 랭크  등각공  같  직 에   점
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3  연 결과

정리 3.1

 











는 차 리 지어 곡 다.

  믹공  보낸 것   ′라고   ′ 또  차 리 지

어 곡  다.

( )

        










 

        










  

        


 





 라고 . 

 



 









 









                 












므         간단히 타낼 수 다. 

(          다.) 

    리 트릭 좌 비는 
  

  
 므   정규  

시킨 리 트릭 좌 는     다.

제   믹공  리 트릭 좌 비  리 트릭 좌  보 .

리 트릭 좌 비 : ′  



















′ 
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′ 


























     



 

     



 


 


 




 

′ 






























     


  


     



 


 


 




 

라고 

 ′  ′′ ′′′′ ′ ′ ′ 

′ ′′ ′′ ′

 같  타낼 수   ′ 


 ′


 ′ 


 고 

′   ′   ′   다.

것  리 트릭 좌 는 ′′′ 다.

     ′ ′ 

′
 






 는 상수 므

 ′  ′′ ′′′′ 도 차 리 지어 곡 다.

(다  그림 12,13,14  검정색 곡   , 연 색 곡  ′  타낸다.)
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[그림 12]  (타원)

[그림 13]  (포물 )
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[그림 14]  ( 곡 )

정리3.2 

 













는 차 리 지어 곡 다.

  등각공  보낸 것   라고    또  차 리 지어 곡

 다.

( )

 [정리3.1]과 같           간단히 타낼 수 다. 

(단,        ) 

    리 트릭 좌 비는 
  

  
 므   정규  

시킨 리 트릭 좌 는     다.

제   등각공  리 트릭 좌 비  리 트릭 좌  보 .

리 트릭 좌 비 :   
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라고 

        

   
  

같  타낼 수   


 


  


 고 

        다.

것  리 트릭 좌 는  다.

     

  


 






×



 가 상수 므
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      도 차 리 지어 곡 다.

[그림 15]  (타원)

[그림 16]  (포물 )
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[그림17] ( 곡 )

제     꾼 식에  보 .

 



 



 

 


 (단,  







)

 























 







 ,  

 







      








  

              



 





 라고

 식           고          다.
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것  믹공  


 


 


 므

′ 




 


 







′ 




 


 







′ 




 


 







고 

 ′ ′ ′   다.

 ′  리 트릭 좌   다 과 같  타낼 수 다.

′  ′′′′′′

라  ′    ′   ′  고, ′


 다. 

 ′  ′  ′  계산  보  다 과 같  타낼 수 다.

′ 
















                            


   

같  , 

′ 
















                            
 

′ 
















                            
 

제 식  사  타낸 등각공  리 트릭 좌   보 .

에  등각공  


 


 


 므  
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 라고 

       

라          고 


다.

       계산  보  다 과 같  타낼 수 다.

  


×
     



  

×     

 

  


×
     

 

정리3]

무게 심  에    차 리 지어 곡  믹공  변  시

도 치 다.

( )

무게 심  리 트릭 좌 비 :         



      므

  








 


 -①

  









 


 -②  

  









 


 -③

 식 ①,③  연립    


 고 것  식②에    


다.
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또  믹공 에    ′라고   ′ 


고   


 

 ′ 


므  결    ′ 므    ′는 치 다.

[그림 18] 
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정리4]

내심 에    차 리 지어 곡  등각공  변 시 도 치

다.

( )

내심  리 트릭 좌 비  좌 는 각각        


 다.

등각공  각  등 에  칭시킨  점 므  내심과 같다.

   므   


 가 립 다.(∵ 


×


)

[그림 19]
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정리5]

  크 에 라 차 리 지어 곡    믹공 과 등각공 에 

 차 리 지어 곡  다 과 같다.

(1) 믹 공

     ′ 타원 포물 곡

타원 


      


  



포물    × ×

곡    × ×

[ 1]

[그림 20]
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(2) 등각공

   ①  


   (  ), 


×






        타원 포물 곡

타원 × ×   

포물 ×    ×

곡    × ×

[ 2]

[그림 21]



- 31 -

②  


   (  ), 


×



        타원 포물 곡

타원 × ×   

포물 × ×   

곡  


 


   



[ 3]

[그림 22]
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③  


   (  ), 


×



        타원 포물 곡

타원 


    


 



포물    × ×

곡    × ×

[ 4]

[그림 23]
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4 . 결

 문에 는 리 트릭 좌  여 삼각  내 에 는 점  차 리 

지어 곡  다. 

러   여, 등각공 과 믹 공  개 다. 

또  차 리 지어 곡   점에  접   점에  만 다고 가정   

각 점  등각공 또는 믹 공  보내도 차 리 지어 곡   

다. 

그리고 무게 심  믹 공 는 다시  신  고, 내심  등각공 도 

 신 내심 므  차 리 지어 곡 도 각각 치  다.
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