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  문    

Existence of Modified Euler Equations 

in Limiting Spaces

        화

      지도 수 :  남 

      대학  대학원 수학 공

  

 We introduce a modified system of 2D Euler equations, which contain a 

retarding term in the vortex equation, and show the existence of the 

Cauchy problem the solutions of the system when the initial data belongs to 

LBMO and ∞ .

The main ingredient is the preservation of certain norm along a flow whose 

vorticity belongs to LBMO, which was derived in [1].
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1. Introduction

 Euler 식  공간에 가득찬 체가 시간에 라 운동할  그 운동  술하

는 식  다. 특 , 주어진 체가 운동 에 그 체  변하지 않고 

 질  없   Euler 식에 해 술 다.  식  시간   에  

도가 주어   그 후 시간에  해를 찾는 문 를 어야 하는 

식  특  2차원 공간에  Cauchy 문  해  재  여러 각도  

어 다. ([2])

하지만 해  재 과  함께 보 할 수 는 공간에  해  재  

 상  어 운  [1]에  보여진 LBMO 공간에  해  재가 가  

 결과 다.

Euler 식에는 체  도가 시간에 라 항 또는 연  에 해 

약화 는 항  재하지 않는다. 하지만, 연계에는 체  움직 에 른 연

 항  다. 우리는  항  vorticity  운동 식에  변형  2D 

Euler 식  개한다.  식  vorticity가 항  갖게 어 시간에 라 

vorticity  감 를 할 수 는 , 본 문에 는  식에 해 그 해  

재   ∞공간과 LBMO 공간에  할 것 다.
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2. 변형  Euler 식

Euler 식  다 과 같다.

∙∇ ∇

                               ∇∙  

여  는 압 , 는 도를 나타낸다.  식  시간에 라  공간  각 지

 도 가 변하는 것  결 하는 식 다.  같  식  문 를 

연 하는  문 는    를 가  만 하는 해 를 하는 것 다. 

 식  공 하는  한 개  vorticity,  ∇×가 다.

2차원 Euler 식에 해 는 ∈
 , ∈

∞   Yudovich에 해 ∞공간

에  문  해  재  었고 ([3]), ∈
 , ∈

∩  

는 Bernicot and Keraani에 해 었다. ([1])

하지만 연계  system  그 system 만  갖는 retardation   재한다.

 같  retardation  Euler 식에 형  시한 다 과 같  변형  

Euler 식    에  생각하 .

                      ∇∙  ,

                      ∇×   ,

                       ∙∇  .  (   )     (5)

여  ∈  는 계수함수  natural retardation  를 나타낸다.  같

 식  공 할 는 다 과 같  particle trajectory map   하는 것

 편리하다.

  ,   

는 가 미 가능  든 에 해 homeomorphism  알  다.
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3. 함수공간

함수공간   경우는   공간 지만   공간  극단  경우  BMO 공간

  생각할 수 다. 우리는 BMO 공간  공간  LBMO 공간에  편미

식  Cauchy 문 를 고 할 것 다.  에 는 함수  에 한 본  

등식   Hölder 등식과 Minkowski 등식  개한다.

또 BMO 공간   가지 본  질과 John-Nirenberg 등식, LBMO 공간  

개하고 우리가 공 할 변형  Euler 식  개하겠다.

리1. (Hölder 등식)    ⊂  ∈

             


  ≤ 


  







  




  (단,  

   )

) 


  




  고  


  




   경우에 


  ≤    보

.

Young  등식  하          ≤ 

   

 
  
 



므

  


  ≤




   

 
 
 



            




   

 


  
 



   



 
 

다. 라  Hölder 등식  립한다.

 


  




≠ 거나 


  




≠  경우를 보 .

, 


  




 ≠  고 


  




 ≠   ,




 




 



   


  
 



     고
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     다.

라  





 ≤  다.

그러므  


  ≤       





   





다.

, 


      또는 


       ≥  므     또는  를 

미한다.

라  변=0, 우변=0  립한다.                                       □

리2. (Minkowski 등식)    ⊂  ∈

                   


    




≤ 


  







  




 (단,   

   )

)          라 하  Hölder 등식에 하여

           


   ≤ 










 




        ⑴ 

다         
   경우를 생각하

          


   ≤  





  





         ⑵




   ≤


      고, ⑴식과 ⑵식  하




 ≤  




  





  




다.

양변    





 나누       





≤    





   





 어 

 끝난다.                                                         □ 
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함수공간   경우는   공간 지만   공간  극단  경우  BMO 공간

 생각할 수 다.

   → , S는 n차원 cube, 그리고    
 



  ,     
 


   라 

하 .

∈ 라는 것  함수 가 든 n-cube 에 해 

sup 
 


    ∞ 를 만 하는 것 다.

리3.  에 해 다  립한다.

       ① 계  함수는   에 한다.

       ②    ∈     , ∈  다. 

         (여  는  상수.)

       ③ 
in f

⊂   
 



 ≤  ≤ 
in f

 ⊂   
 



  .         

) ①   하 .

     
 


  ≤  

 


                

     ≤ ∥∥∞    ∥∥∞  
 



 
                       ≤ ∥∥∞  

 


  

                        ∥∥∞  ∞

다  ②를 하 .

                           
 


    

                                  
 


    

                                ≤  
 


       

                                     

라    ≤     를 만 하고, sup  ≤ sup   sup 도 

립한다. 그러므  sup    ∞ 다.
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                         ≤  
 


        

 

   

                                
 



         
 


   

                                

라  sup  sup     를 만 하고,    ∞ 가 립한다.

③  하 .

                            
 


   

                             
 


    

                           ≤  
 



    

                             
 



     
 



 
                             

 


    
 



 
                           ≤  

 


    
 



 

                             
 



 

라  in f  ≤ in f
 



  가 립하고

in f 에 해 in f  
 



 ≤    도 립한다.

그러므  in f  
 



 ≤  ≤  in f  
 



  다.             □

보 리1. ∈ 고  ⊃     등식 
 




 



 
≤ 

    가 립한다.  
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)             
 




 



   
 




 


   

                                     ≤
 




 


 
                                     ≤

 



 


 
                                      


    

보 리1  하여 다  리4를 할 수 다.

리4. ∈ 고  ⊃    등식   ≤

 ln 
    가 립한다.

)   경   고,   경  



라 하 . 

보 리1에 해  

       

 ≤  
 



 ⋯ 



  


                 ≤    (는 상수)

 립한다. 여   ln 

ln
 

다. 

그런  ln 는 상수 고 ln
 ≤ ln  

  므  등식 

  ≤  ln 
  

가 립한다.                                                              □

리3  ①   ∞⊂   말 한다. 한편 다  보 가 ∞≠  알

다.



- 8 -

           

)   ln ,      ,

  

 
 



ln   






ln   

ln  




                     

 ln   ln .

                   
 

 



 ln ln  

                     
 

 



ln

 

다.      환하

                   


 



 ln   

고 a에 무 하므  sup ln  ∞ 다.

마지막   John-Nirenberg 등식과 BMO 함수  Interpolation 등식  개

하겠다.

리5. (John-Nirenberg 등식) ∈  는 cube  , 든  에 

해 등식 ∈     ≤ 
      립한다. (단,  는 n차원

에 하는 상수)

) ∥∥     등식 ∈     ≤    만 하는 

가   상수를 라 하 . 체비 프 등식에 해 ≤  

를 

만 한다.

그리고 처  cube를 라 하고,   변  각각 등 한 cube들   , 같  

   등 한 cube들  라 하고 를 복한다.

     상수 를 택하 .

 
 


      cube(  bad cube)를   원 라고 하고, maximal bad 
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cube   라고 하 . 

, ∈  
 


      고  

 

   ≤  다.

 
 


    

 

    므    

 

   

  

만 한다.

   
 


     므  

∈

    


∈


     를 만 한다.

또 
 

 
   ≤ 


 므

                
∈

  


∈


   ≤ 


               (3)

                   ≤ 
 


   ≤ 

                 (4)

다. 라     

              ∈        ∈ ∈     
                                    ∈ ∈          
                                  ≤ 

∈
 ∈       

  ((4)

)

                                  ≤





   ((3) )

한편   에 해 
∈
 ∈      

  

≤  

  다.

그러  ≤
 

 립한다.

≅라고 하 . 그러  ≤ ≤
 

고 복하

                           

≤ 











≈


   ln     

그러므  ∈     ≤ 
    가 립한다.                   □
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리5를 하여 다  리6  알 수 다.

리6.      ∞ 고 ∈  ∩   ∈   고 등식

∥∥
 
≤∥∥


∥∥   를 만 한다.

 우리가  문에  주  사 할 공간  BMO 공간  공간  LBMO 

공간  개하겠다.  공간  [1]에  개 었다.

1.            
sup


 ln ln
 ln 


 




 



 

(단    ≤   ⊂  )

리4  비 해보  LBMO공간  BMO  공간  평균  비  

 ln 
 에   ln ln

 ln   변한 것  알 수 다. 

 ln ln
 ln ≤ ln 

  ,
    므  라  LBMO 공간  BMO 공간  공간  다.

보 리2. ∈
∞   ∈  , 

등식 ∥∗∥ ≤ ∥∥ ∥∥ 가 립한다.

)           ∥∗∥  sup
ln ln
 ln 

∗ ∗ 
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                              sup
ln ln
 ln 

∗   

                              sup  





ln ln
 ln 

∗ ∗  





                            ≤ ln ln ln 
∗ ∗  

                            ≤ ∥∥                 

                             ∥∥ ∥∥                             □

리7. (Gronwall's Lemma)     에  ≤ 




     

는 ≤  






  

를 만 한다.

) 우  양변  




   나누  






 


≤   

 고 양변에 를 곱한 후  취하













 

 
≤ 





 다. 

리하  ln 




   
 ≤ 





  고

ln 




   ln ≤ 




 므






 ≤ 






  

가 립한다. 그러므  ≤  






  



다.                                                                     □
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4. 해  재  

 에 는 주 결과  ∈∞ ,에 할  각각 해가 재함  보  것

다.

리8. 식 (5)   해 는    
    주어진다. 

 ( 단,  




,   )

)  ∙∇  
     

   ∙∇ 다.

  
      

   고, ∘
     므  

양변  t에 하여 미 하      
     다.

또     므    
     다.

라   
   ∇ 

  다.

그러므      
    ∇ 

 ∙∇

   ∙∇ 


 
  

                                      
 

                                   ∇ 
   

그러므   
  는 식 (5)  만 한다.                                 □

 Hölder norm 보다 약한 norm  개한다.

2.   ║║ 
sup
≠

        

    단,   
max ln 

 ln 
 ln  
 ln 

  i f   ≥ 

 ln  ln   i f   ≤ 
 다.

3.  ∥∥ 
sup
≠  ln 

  



- 13 -

∥∙∥에 하여는 다 과 같  사실  립한다.

리9.  ∈∩ 에 해

║∘║∩ ≤  ln ║║ ║║∩  를 만 하는 상수 C가 재한다.

) [1]참

보 리2. 를 smooth divergence-free vector fields라 하고 

를 에 하는 particle trajectory map 라하  는 든  ≥ 에 해

 등식 ║∙║≤ 





║║ 

  만 한다.

)  ≥   ≠          라고 하 .

∥∥  sup ln  

  
므

  ≤ ∥∥   ln   를 만 한다.

라       ≤




∥∥ 다.

단,   ln  ln   i f ≥ 
 ln  ln   i f    

다.

그러므  ≤ 





║ ║ 

 립한다.                            □

보 리3. ║║  ≤ ║║  expsup   가 립한다. 

)   ∙∇    양변에 를 곱하




∙∇


   립하고 ∙∇


∇∙


 므  양변    에 

해 하 






 




  립한다.

그리고 sup   라 하 .
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그러  ║║ 
 ≤ 





║║ 
 ║║ 

   고

Gronwall 리에 하여║║  ≤ ║║  exp  립한다.           □

             

보 리4. ∥∥ ≤∥∥∥∥∞∥∥ ∥∥   립한다.

)  ∥∥ 
sup
  
 


   

                   ≤ 
sup
  
 


  

                   

≤ 
 


     

 

                  

      ≤ ∥∥∞
 


    

 

 

그런           ∇·  ≤ ∇·  고

              
 



   

 






  




 


 






므  ∥∥ ≤∥∥∥∥∞∥∥ ∥∥  다.

∥∥ ∥∥
sup


 ln ln
 ln 


므

∈ ⊂  고    지름  각각   라고 하

     ≤ 
 



 
 




    

 


 
 



  
 



 
 



   

≤∥∥∥∥∞


 


∥∇∥∞  


 


∥∇∥∞          

≤∥∥∥∥∞∥∥ 














∥∥ 














 

∥∥∥∥∞∥∥ ∥∥   

다. 라  ∥∥ ≤∥∥∥∥∞∥∥ ∥∥   립한다.  
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 리8, 9  보 리2, 3, 4  사 해 다  리를 하 .

리10. ║║≤
 가 립한다. (단, 상수 는 ∥∥


에 한다. )

)  리8에 해║║  ∥ 
  ∥ 고

 보 리4  리9에 해

║║ ≤ ║║∩  ln ║
 ║  ,  ║║ ║

 ║ 므

 ║║  ≤ ║║∩  ln  





║ ║  



                               ║║∩  ln 
 





║ ║  



                              ≤║║∩  ln 





║║ 



                               ║║∩  ln ln





║ ║ 



                              ≤ ║║∩ 




║║ 

                               




║║ ║║∩   

다. 보 리3  ║║ ≤║║  ║║

                ║║ ≤ 






║║ 

                             ≤  




║║ 

                             ≤ 




║║

다. 그러므  ║║≤ 






║║ 가 립한다.

Gronwall inequality에 해 ║║≤ 
 

                                        ≤ 

 립한다.                                                              □



- 16 -

리11. 주어진   ∈
∞∩ 에 하여 식  ∙∇   , ∇×   , 

∇∙   ∈ ∞ ∞ ∞∩ 에  해를 갖는다. (단,   )

)   귀납  하 .

식  ∙∇      해를 라 하 .

∙∇  양변에     를 곱하  




∙∇




  립하고 ∙∇

∇∙


 므  양변  

에 하여  하  

     립한다.

∥∥∞  라 하 .

그러  ║║ 
 ≤∥∥

 
║ ║   고

∥∥ 
║║  ≤∥∥ 

║║   같게 다.

양변  ∥∥ 
   나누  ║║  ≤║║  다.

 양변  에 하여 하  ∥∥ ≤




∥∥  ∥∥  다.

 


 ,  

sup
 ∥

∥ ≤
 sup
 ∥ ∥ 

∥∥  를 만 한다.

∥∥ 

∥∥ 


∥∥ ⋯ 


∥∥ ≤∥∥  므

귀납 ∥∥ ≤∥∥   알 수 다.

 ≤  


 ,   무한  보내  수열  택하여 〈〉    약하게 

수 하고,     수 함  알 수 다. 또한, ∥∥ ≤∥∥  다.

그러므  는 변형  Euler 식  만 한다.

 ∙∇  양변에     를 곱하  




∙∇


  립하고 ∙∇


∇∙


 므  양변    에 

해 하  











  립한다.
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∥∥∞  라 하 .

그러  ║║ 
 ≤





║║
 
 ║║ 

  고

Gronwall 리에 하여║║ 
 ≤║║ 

  가 립한다.

  


곱하고 를 무한  보내  ║║∞ ≤║║∞ 
 를 만 한다.

라  든 시간에  해 가 재한다.                                     □

리12. ∈
∩ , ∈ 에 하여  ∙∇   ,∇×   ,

∇∙ 는

∈ ∞ ∞∩ 에  해를 갖는다.

)   ∗ , ∈
∞ ≥  고     를 . 그리고 


  ∗, 

  ∗   

                            ∙∇   ,

                            ∇×   ,

                            ∇∙  , 

                              
 

 식  만 하는 해   생각하 . 

   무한  보내  리10에 해∥∥     다. 

(단,    
,

⊥
, 는  상수)

라    무한  보냈       수 하고 는 변형  Euler 식  

해가 다.   
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