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ABSTRACT

A Study on the Commutative Property of 

Matrix Multiplication

                           Kim Jeong-cheol

                           Advisor : Park Soon-cheol

                           Major in Mathematics Education

                           Graduate School of Education, Chosun University

Inthispaper,weprovethefollowings:

Let  berealnumbers.Let and be× matrices..If   then,

   forsomerealnumbers .Thisfactisveryeasyandpowerful

insolvingproblemswithrespecttomatricesintheSATMockTestorothers.

So,WeproposethatthisfactshouldbeintroducedtoHighSchoolMathematics

Curriculum.
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행  곱  에 한 연

A Study on the Commutative Property of Matrix Multiplication

 

1  

   직사각   열  수 는   어   같

 타낸 것  행 고 한다.

  









  ⋯ 
  ⋯ 
⋮
 

⋱
⋯ 

   (단    연수)

역사  볼  식  해  필  에 행 에 한 보다 행 식

에 한   탄생하 다. 1693  프니 (Leibniz, G. W. : 

1646~1716)가 피탈(L'Hospital, F. A. : 1661~1704)에게 보낸 편지에  미지

수가 3개  연립 차 식에   개  변수  거하  해 행 식  다루었다

고 하는 것  다. 그러  것  실  행 식  에는 큰 향  주

지 못하 다. 그 후 크 (Cramer, G. : 1704~1752)  거쳐 코시(Cauchy, A. 

L. : 1789~1857)에 러 늘  행 식 에 가 운 태  하 다. 

행 식(Determinant)  말  1815 에 코시가 처  하게 하고 사

하 다. 코시에 하여 립  행 식   그 후에 코비(Jacobi, K. G. J. 

: 1804~1851)에 하여 욱 하 , 코비에 해 도  행 식  실

스 (Sylvester, J. : 1814~1897)에 하여 코비 행 식(Jacobian)   

여 고, 것  해 학에  누  우게 는 개  었다. 한편, 행

(Matrix)에 한  행 식보다는 상당  늦게  수학  케 리(Cayley, 

A. : 1821~1895)에 하여 시 었다. 행  케 리가 1858 에 한 변

 에 한  한 것 다. 케 리가 생각한 행  케 리 신

과 실 스 , 프 니우스(Frobenius, G. F. : 1849~1917) 등에 하여 

수학  하 다. 실 스  거 는  케 리가 실 스  공  찬

하여  것 고, Matrix(행 ) 는  실 스 가 지  것 고 한다. 

  행 에  질  보 .

  체   ×행  체  집합   ×    타내 . ,

       ×      ×   ∈  ≤ ≤  ≤ ≤ 



- 2 -

그리고,      ×  ,     ×   ∈에 하여     각

각 다 과 같  하고

           ×  ,      ×  ,       × 

,   ∈ ×     ∈에 하여 다  립한다.

                                 ( 에 한 결합 )

                                         ( 에 한 )

  행  ∈ ×  가 재하여, 든 행  ∈ ×  에 하여 등

식     가 립한다.                   ( 에 한 항등원)

  각 행  ∈ ×  에 하여        행

      ∈ ×  가 재한다.                         ( 에 한 역원)

     

      

    

    

 ×  에  뺄  다 과 같  한다.

  ×    ×      × 

체   ×행      ×   그리고 ×행      × 에 하여 곱 

는 다 과 같   ×행 다.

          ×   여   
  



    ⋯  

만     , 차 사각행  고 차 사각행  집합  

     ×   ∈  ≤  ≤   ≤  ≤   타낸다.

  ∈    ∈에 하여 다  립한다.

                                      (곱 에 한 결합 )

  항등행  ∈ 가 재하여, 든 ∈ 에 하여 등식 

          가 립한다.                            (곱 에 한 항등원)

                               ( )

       

  행  고등학  수학1에  처  다 지고 학수학에 는 수학과 
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다. 본 연  시 하게  동 는 “ 학과 에  다루는 수학   

고등학생 지수  뛰어 지  한  지 ?” “그러한 

   신  하고 쉽게 해 주는  지 ?” 는 심

에  시 었다. 그러한 심  주  하 고 고등학  과

에  다루는 행  2차 사각행  연  상  삼 다. 

  연  에는 수학  리하고   는 과  내 과 수

능 고사  리하는 하향식  채택했다.  해 고등학생 지수

 뛰어 는 수학  가 쳐  는 어 움  게 었고 시간

도  걸 다. 에 생각  꿔 거꾸  상향식  하  했다. 과 에

 행  어떻게 는가   하 다. 평가   한 는 시험

평가  학습 가 취해  할 과 상  에 합 도  하  그 취

도  평가하여 취  달  수 에 한 보  공하  학습 가 취

 달 할 수 도  피드  주  함 므   시간  단 시켜  것

는 감 었다. 그  특  과  실  어 는 수능 

고사 주   하 다. 할   어떻게  해  하는가에 해 

고민도 했다.   하게 하    것 같  큰  고 했

다.    과  내  주  참고하 고   빈도수가 많

   찾고 그  주   했다. 게 하여 빈도수가  

항들  냈고  같  6가지 주   하 다. 

  ① 행  곱  미  가질 

  ② 행  곱   립할  

  ③ 행  진

  ④ 특수한 태  행  거듭 곱

  ⑤ 행 과 연립 차 식

  ⑥ 행 과 그 프

각 주 별   는 수학  찾고 에 해 연 하 고 하

 한 주 에 해  게 연 하는 것   것 같 다.  여  가지  

한 개  주  엇  할 것 가에 고민하다가 ②  택했다.  

  행  곱   립할 에 한 필 건, 건, 필 건  

는지에 해 연  하 다. 그러한 건   ,  쉽고 간결하게 

할 수 도  향  미 는지, 그러하다  에 어떻게  해  하는지에 

 고 고등학생  해  할 수 지도 숙고하 다. 본  고등학생 

지수 에  해할 수 도  과  술하 고 에 한  

도 상  술하 다.
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행렬의 곱셈에서 환 칙이 성립할까?

  
      

 
    

  
이므로,    

    
  

을 

계산하면 역시    
  

이 될 것입니다.

왜 렇게 생각했습니까?

×과 ×가 같듯이, 

  
      

 
과    

    
  

도 같지 않을까요?

1. 두 행렬의 곱   
      

 
과    

    
  

을 각각 

   계산하여  결과를 비 해 자.

2. 1의 결과를 탕으로 지민이의 생각이 타당한지 이야기해 자.

  실수 , 에 하여    가 립한다.

그러  행      
 

,     
  

에 하여

    
    

  
     
   

    
  

    
     

 
     
   

   
   

므  ≠ 다.

곧,  행  곱 에 는  립하지 는다.

참고 |   
    

 
   
    

 
   
 

 경우도 다.

선생님

지민

지민

2  행  곱   립하는 경우

1  행  곱 과 수  곱  차 과  

   행  곱 에 한  립하지 는다. 산동  과  

28쪽, 행  곱 단원  생각열 에  같  술하고 다.
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여 에  참고 에 는  행    
 

,   
 

에 주 하 . 엇 에  

 행  사 에는 곱   립하는지,   행  사 에 특별한 어  

건  숨겨  는지에 해 생각해보 .  행   에  곱   

립하는 특별한 경우  우  보 .   가 립하는 경우  열거해보  

행   에  행 는 행   실수 , 는 단 행   실수 , 행   

거듭 곱  실수 , 역행 
   실수 , 역행 

   거듭 곱  실수 다. 

들에  리는 과 에 다 과 같  술 어 다. 

[ 리1] 실수  과 단 행  에 하여

            는         다.

[ ]      하 .

          

           

            …………①

          

           

            …………②

        ① ② 므    

        같       경우도   가 립한다.

        그러므  실수  에 하여     는         다.

□

 리  경우가 니  어  경우에 행  곱   립하는지 

사해 보 .  고사  하   눈에 게 많  는 식  견

했다.    다. 학 에  우는 수학  차결합  꼴처럼 보

도 한다.      다   해 보 .

[ 리2] 당한 실수     단 행  에 하여

                다.

[ ]      어느 하 가   하다. 

        만       

가 어 리1에 하여   가 립한다.

           가    닐  생각하 .



- 6 -

          

 


 고

         에 하 ,

           

 




             

  




              

 




                                                                      □

  리는 행  곱   립하는 경우에 하게 쓰 게 다.
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2  가 립하  한 건

  차 사각행   에 해  가 립하  한 건  찾 보 . 

에  살펴본  개  리  다  리  얻는다.

[ 리3] 차 사각행     실수   , 단 행  에 하여

               다.

리3  하   다  살펴보 . 

≠  가  하  ≠ 다.     변    누  

   (단,  는 실수)  할 수 다. 

 주어진 건하에     (단,  는 실수)  보  다. 그리고 

실수        에 하여       ,     
 

 고    직  

계산  하   같  계식  얻는다. 

        
 

      
    

   
           

    

①        ⇒    ⇒ 


 


   (단, ≠ ≠ )

②       ⇒       ⇒    


     (단, ≠ )

③       ⇒       ⇒    


    (단, ≠)

④      ⇒   

4개  계식에    가  냐   니냐에   누어  한다.

[ ] (1)     경우 하다.

       (2)     경우 하다.

       (3) ≠ ≠  경우

                ,     
 

 하 .

          (i) ≠ ≠   

               에  4개  계식  얻고,
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             ①식에  

 


   .

             ②식 ⇒    

   

             ③식 ⇒    

      

                  

                     
 

                        
 

                       
 

    
  

                  

                      (단,      실수)

          (ii) ≠     

               에  

             ①     ⇒    ⇒    ∵ ≠

             ②       ⇒       ⇒    

  ∵ ≠

             ③   

             ④   

             

   

                  

                     
 

                        
 

                       
 

    
  

    ∵  

                  

                      (단,      실수)
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          (iii)    ≠  

                에  

              ①      ⇒    ⇒    ∵ ≠

              ②   

              ③      ⇒     ⇒    

           

              ④    

              

   

                   

                     
 

                          
 

              

                        
 

   
  

    ∵  

                   

                       (단,      실수)

          (iv)        

                에  

              ①   

              ②   

              ③   

              ④   

                1)     경우        가 립한다.

                2) ≠  경우

                   ②     , ③   에           

                   
 

   , 
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    ∵     

                            
 

   
  

    

                       

                           (단,      실수)

(1), (2), (3)에 하여        다.                      □

 리   고등학생들도  해  할 수  수 다. 다  에

는  리  에 한다. 그리고 리3에 해 다 과 같  사실   

수 다.

[ 리4] 차 사각행  가 역행  가지  당한 상수  에 하여 

                  립한다. 

[ ]      (i)          

    (단, 는 실수)

            (ii) ≠     ≠

    (단, 는 실수)

                      므

               리3에 하여 

               당한 상수   에 하여      립한다.

                   

 


                                   

                                (단,   

   


 실수)       □
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3  리3  

  리3  에 하여 보 . 할 , 주어진 행  에 집 하여 

  가 도  하  다.  상 에 는 실한 단 가 주어지므  

          도  하  다.  질  하

 행  곱  거 움  피할 수  뿐 니 , 시간  는 과가 

다. 한 행   하는   도 도움  다. 

【 사상  질  한 】

차 사각행   가    



,    



  만 시킬 , 

연립 차 식   

   해는   ,    다.    값 ? 

[3 -2006  9월 수리 역( ) 평가원]

①  ②  ③         ④         ⑤ 

【 】

정답    ⑤

 
   

  
   

  므  

 
  

   
   

   
 

  
    

   
     

   ∴      에        

    ∴  
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그럼  본격  본 연  주    살펴보 .

【 -1】

 행      
 

      
  

가        만 시킬 ,   값  

하시 . [3 -2007  6월 수리 역( ) 평가원]

【 】

정답  


  

   변 해 보 .

     

 ∴        
  

     
      

    
  

     
  

 ∴ 

【 리3  한 】

       변 하       

행    (2, 1) 과 행    (2, 1) 에 주 하 .

각  당  실수 하여 했          

   

        
  

    
 

∴ 
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【 -2】

5 하   연수   에 하여  행     

    
 
    log log

 log

 하 .   역행    가 재할 ,       만 시키는 행    

개수는? [4 -2006  3월 수리 역( ) 평가원]

① 1 ② 2 ③ 4

④ 8 ⑤ 16

【 】

정답  ③

      리하    

    
   log log

 log
       
log log 

   log log
 log   

 
    log    

log 

   므  log , log  log

∴     

행  가 역행  가지므  ≠

 주어진 건  만 하는 행  는

                    4개 다.

【 리3  한 】

행    (2, 1) 과 행    (2, 1) 에 주 하 .

각 에 당  실수 하여 했          

   

   log log
 log

 

log  므    

log  log ,   

행  가 역행  가지므  ≠

 주어진 건  만 하는 행  는

                    4개 다.
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【 -3】

수  에 하여  행               가 등식 

       만 한다. 변   가 각각    직각삼

각   값    할 ,    값  하시 .

[3 -2002  6월 수리 역( ) 평가원]

【 】

정답     

      리하    

 는   실수 가 니므

                 에  

    
  

    
   

에     

       므  산술 하평균  하   ≧  므  ≦ 

삼각  는 

 고 


≤  므  

    므    

【 리3  한 】

       리하    

행    (2, 1) 과 행    (2, 1) 에 주 하 .

각 에 당  실수 하여 했          

   

  
 

         
  

    ,    

       므  산술 하평균  하   ≧  므  ≦ 

삼각  는 

 고 


≤  므  

    므    
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【 -4】

 행     
 

,    
 

에 하여 가 립할 ,   

값 ?(단, , 는 상수 다.) [3 -2007  3월 수리 역( ) 평가원]

①       ②   ③ 

④       ⑤ 

【 】

정답    

   
    

 
   
 

   
    

 
   
 

 므

  에    

 에      

∴

【 리3  한 】

행    (1, 2) 과 행    (1, 2) 에 주 하 .

각 에 당  실수 하여 했          

   

  
 

  
 

   
 

 에  

  

∴
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【 -5】

 행      
  

,      
 

에 하여      가 립

할 , 실수    합    값 ? [3 -2009  3월 수리 역( ) 평가원]

①  ②  ③ 

④  ⑤ 

【 】

정답   ③

        므

    
   

,      
   

에  

        ∴    

【 리3  한 】

        고 

행    (2, 1) 과 행    (2, 1) 에 주 하 .

각 에 당  실수 하여 했          



  
 

  
 

   
 

        ∴    
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【 -6】

 행             
  

에 하여   가 립할     값  

하시 . [ 산동  수학1 책 19p 4 ]

【 】

정답        

     
  

,        
   

 에

   ,      ,   ,    

∴      

【 리3  한 】

행    (2, 1) 과 행    (2, 1) 에 주 하 .

각 에 당  실수 하여 했          
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【 -7】

 행              
 

에 하여       가 립할  

  값  하여 . [ 산동  수학1 책 20p 4 ]

【 】

정답     

       리하    

      
 

     
  

   

∴  

【 리3  한 】

        리하    

행    (1, 2) 과 행    (1, 2) 에 주 하 .

각 에 당  실수 하여 했          

  

  
 
 

  

∴  
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【 -8】

행               에 하여     가 립하도     값  

하여 . [ 산동  수학1 책 27p 4 ]

【 】

정답     

   


  

    
  












  



  



    
  

       
  

      



∴  


   

【 리3  한 】

   
    
  












  



  

행    (1, 2) 과 행      (1, 2) 에 주 하 .

각 에 당  실수 하여 했          

    

∴  
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【 -9】

 행               에 하여         립할  

   값  하여 . [수학   본편 수학1 30p 본  2-3]

【 】

정답        

      리하    

   
    

 
   
 

   
    

 
   
 

         

연립하여       

【 리3  한 】

       리하    

행    (1, 2) 과 행    (1, 2) 에 주 하 .

각 에 당  실수 하여 했          

   

  
 

   
 

   
   

       

연립하여       
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【 -10】

 행             
 

에 하여 등식          만 하

는 실수        
,      

 하 . , 평    

      사  거리는? (단, 는 단 행 다.)

[ 연합학 평가 -블  수학1 11p 6 ]

①        ②        ③       ④       ⑤ 

【 】

정답   ⑤

주어진 등식에            
 

 하

        

    
   
 

므  행   같  건에 하여

        

    
⋅  ⋅

    



   므  ∆에  

피타고 스 리  하  

  

  


 



   

【 리3  한 】

        므    

행    (1, 2) 과 행      (1, 2) 에 주 하 .

각 에 당  실수 하여 했          

   ,      

        

지는  해 과 동
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【 -10】

행      
 

      
 

에 하여        만 하는

  가 타내는 그 프   하여 . (단,  는 실수 다.)

[블  수학1 15p 1 ]

【 】

정답   

     리하    

  
     

 
    

    
 

∴   
    

      
  

행  같  건에 하여      고  그 프  타내

쪽 그림과 같다.

그러므  하는   는 한 변  가

     마   므



【 리3  한 】

     리하     고

행    (1, 2) 과 행      (1, 2) 에 주 하 .

각  당  실수 하여 했          

   

    
  

 

    에      

지는  해 과 동
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【 -11】

 행      
 
     

 
에 하여         립할 

, 다    사  계  그 프  타낸 것 ?(단,  는 실수 다.)

[블  수학1 14p 21 ]

【 】

답 ①

       므    

    
    

 
    

   

    
    

 
    

   

        

∴     

   가 타내는 도  심    고 지    원 다.
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【 리3  한 】

행    (1, 2) 과 행      (1, 2) 에 주 하 .

각  당  실수 하여 했          

  

  
 

   
 

     

  

     

∴    

 답  ① 다.

상에  시한 는 수능 고사, 수학 책, 시 에  할 수 는 집

 수학  과 블 에 실린 들 다.  에도 리  할 수 는 

들  다  책에  견할 수 다.
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3  결   언

  본 연 에  2차 사각행   에 하여   가 립하  한 건  

찾고 에 하여  보다 간결하고 시간  단 시킬 수 

 보 다. 

1. 실수  과 단 행  에 하여     는         다.

2. 실수     단 행 에 하여         다.

3.     당한 상수   에 하여    다.

   (단, 는 단 행 )

4. 가 역행  가지  당한 상수  에 하여      립한다.

   (단, 는 단 행 )

   직  계산하는 거 운 수고  하지 고 주어진 건과 들 리  

해  쉽게  해결할 수 다.

  연 결과    가지  하고  한다.

  첫째, 본 연  후  연  차 사각행 에  ≥ 에 하여  리가 

립하는지에 해 연  할 것  한다. 시한 리  에 한 연

다. 시한 리  1, 2  리는 쉽게 가 므  3, 4  리에  

어  할 것 다. 특  ≥ 에 하여 3  리가 립하는지에 한 연  해  

할 것 다. 4  리는 3  리  리 므  3  리  에 한 

 리  4  리는 쉽게 해결  것 다. 직 본격  연  했  

에 립하는지 립하지 는지 단언  할 수 없지만 하건  ≥ 에 도 

립할 것 같다. 만   참      는 쉽게 해결 가능할 것 다. 

차 사각행 에       해결하  해 는    해  하

므     계산  해  한다. 하지만 시한 리  하  계산 수   

수 어 결과  빠  해결에 도달할 수 다.

  째, 2차 사각행    리  과 에 싣  한다. 과  

실  하여 고 는 수능 고사에    가 주 

 다. 그리고 본 연 에  시한 리   고등학생 지수 에  

 해할 수 는 수 고    해  하는 거 운 계산  피하고 

보다 쉽게  해결할 수  다. 개  하 에 본 내  다루

가 곤 하다  단원 에 ‘생각해 시다.’  코 에 어 과 에 싣는다  수

  학생들  탐 능  향상시킬 수  것 다.
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