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ABSTRACT

Numerical semigroups of given genus and same 

conjectures about their numbers

                           Kim Young-Il

                           Advisor : Lee Kwan-kyu

                           Major in Mathematics Education

                           Graduate School of Education, Chosun University

Weintroducethenumericalsemigroupinthistheses.Wewilldefinethegenus

in thenotion ofthenumericalsemigroup and then computethenumerical

semigroupswithgivengenus    

Finally,wepresent’conjecturesaboutFibonacci-likebehaviorof

thenumberofnumericalsemigroupswithgivengenus.
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1  

     아닌 수  집합 라고 하 . 공집합  아닌   집합 가 

에 하여 닫  고, 0  포함하  ∖는 한집합  를 수치

(numerical semigroup) 라고 한다. 

  수치  ,  등  수 학 들에 해 연 었다가 

20  후 에 들어 수 하  특 에 한 연   알 지  다시 

주 고 다.

  수치 에 한 어  문 들  수  문 들과 비슷한 격  갖고 

다. , 문 를 해하 는 쉽지만  어 거나 아직 리지 않고 다.  

문에 는 그러한  문 를 개한다.

  수치  에 해  ∖  원  개수를 수라 한다. 수 에 른 수

치  수 에 해  는 근 가지 측  하 다.  수열 

가 피보나치수열과 비슷한 식  가한다는 것 다.  측  아직 지 

지 않고 다.

   문에 는 수        를 갖는 든 수치  찾는다. 특  

 값  한다.  결과   결과를 통하여   측   

개한다.

   문  다 과 같  다. 1 에 는 수치  본 질  알아본

다. 특  수치   한개  원  생  보 다. 2 에 는  

집합  개  알아본다. 주어진 수치  집합  알  그 수치

 여러  계산할 수  보 다. 3 에 는 주어진 수를 갖는 



- 2 -

든 수치  찾는  집합  하여 시한다. 4 에 는 피보

나치 수열과 비에 해  공 한다. 5 에 는 주어진 수를 갖는 수치

 수가 피보나치수열과 비슷한 질  갖는다는   측  개한

다.
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2  수치

1  수치

 수치  본 개  [1]  통하여 술하 고, 문[2],[3],[4]를 참고하

다.

 

[ ]    아닌 수 집합 라고 하고.   집합 가 다  질  

      만 하  수치 (numerical semigroup) 라 른다.

      ① 는   포함한다.

      ②    원   에 하여 는   원 다.

      ③ ＼는 한집합 다.

)          ⋯라고 하 . 여  “⋯”   상  든 

      수를 미한다. 그러  는  가지 건  만 함  쉽게 할 

      수 다. 특  ∖     다. 그러므  는 수치 다.

  수치  에 하여 ∖  나타낸다. 집합   원 를   간

극(gap) 라고 하고 간극  개수를   수(genus)라고 하고   나타낸다. 

  간극  Frobenius 수라고 하고   나타낸다. 또 에 하는  

연수를   복도(multiplicity)라고 하고   나타낸다.

)          ⋯에 해      ,  ,  

     다. 또   다.

     ⋯   양  수  집합 라 하 . 

 그러    ⋯  ∈ℕ   한다. 
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 · ··⋯ ·  므  ∈ 다.

 또,  ⋯ ∈ ,   ′′⋯ ′∈ 라 하  

 ′′⋯ ′ ∈ 다. 그러므  가 

수치  해 는 ③  건  만 하  다.

 

[ 리]  가 수치  필 건  gcd   것 다.

)  필 건  보 . 가 수치 라고 가 하고 gcd 라고 

     하 . 그러     ⋯  므  에 하는 든 원 는   

     수 다. 그런  ∖는 한집합 므    어야 한다. 

     , gcd  다.

      건  보  해  gcd  라고 하 . 

     그러  ⋯   수   ⋯   재한다.  들 

     계수가  아닌 항  등식  변  계수가  항  등식  우변  

     보내  ′  ′∈  립한다. 

     그러    ⋯ ∈ 므  에는  상  든 

     연수가 한다. 라  는 수치 다.

)     라고 하           ⋯

) gcd  므     수치 다.  에 하  

     ×××  므    상  든 연수가 에 

     한다. 그런           ⋯ 므  실 는  상

      연수는  에 한다.

  수치  에 해     양  수  집합 를   생 집합

(generating set) 라고 한다.  리에 하    생 집합 에 해  
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gcd  다.

  수치  에 하여∖ 라 하 .

[ 리] 수치     생 집합 에 해   ∖  ⊂ 다.

)    ⋯  라고 하 . ∈ ∖  에 해  

        ⋯ 라고 하 . 만약   ⋯  에   개 상  

      값  양수라  는   에 한다. 것  순 므  어  ≤≤에

      해     다. 여     또다시 는   에 하므  순

      다. 라    다.    므  에 한다.

[ 리]  ∖      생 집합 다.

) 를    원 라 하 . ∉ ∖    는   에 포함 므

      어   ∈
  어     다.  같  과  복하  는 

       ∖  에 하는 연수들  합  한다. 

  다 에  든 수치  한 생 집합  가짐  보  것 다. 그러  

 리에 해   ∖  는   든 생 집합에 포함 는 생 집합 다. 

런 미에   ∖  를   생 집합(minimal generation set) 라고 

한다.

)          ⋯ 라고 하          생 집합 다.  

      들 생 원 에     고,    다. 과   한     
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        생 집합 다.

  수치    생 집합  원  개수를   포매차원(embedding 

dimension) 라고 하고   나타낸다.

)          ⋯  생 집합     다. 

      그러므    다.
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2   집합

[ ] 연수   수치    원 라고 하 .

       집합  ∈  ∉를   집합 라고 한다.

  

  수치  에 하는 양  수 에 하여 min∈ ≡mod, 

    ⋯   하      ⋯   쉽게 

할 수 다. 특별     개  원 를 갖는 집합  알 수 다.

[ ]           ⋯라고 하 . 그러   에 해

       ,   다. 라      다. 

      한편  라고 하   ,  ,  ,  ,   다.

             다.

[ 리]      ⋯ 라고 하

          ⋯  다.

)   ⋯      원 므

      ⋯ ⊂  하다.

      ∈라 하 . 그러  ≡≡mod   ≤ ≤  재한다.

     그러  어  수 에 해    다. 여      

     다. 것    에 순 므  ≥  알 수 다. 

     만약        고 ≤ ≤     다. 어느 경우든

     ∈ ⋯  다. 

     라     ⋯  다. 
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[ 름 리] 수치  에 해  ≤ 다.

) ∈  택하      ⋯   다.

     그러      ⋯   다. , 는 개  생 원  생 다.

     그러므    생 집합  원  개수 는   지 않는다.

[ 리]  양  수  가 어     라고 하 . 

       그러        ⋯ 

)    원  개수는  므     ⋯ 에 해  

      ∉   보 는 것  하다. 만약 ∉   

      집합  에 해  ∈ 다. 그런      므  

      ∃ ∈에 하여  다. 그러    고

      gcd   므     ≤≤ 므  것  순 다.

      라  ∈  다.

[ 리] 수치    수가   아니라고 하 . 에 하는 양  수 에 

       해  집합    값   라고 하 . 

       그러   다.

)  라     ⋯  므    다. 수가   

      아니라고 가 하 므   다. 라    양  수 다. 

      한편 집합  에 해  ∉  하다.

       수 에 해  라고 하 . 그러  

      ≤≤  수 가 재한다. 만약    ≤

      므  순 다. 라  ≥ 고, ∈ 다.  수  에

      해   다.
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[ ]           ⋯라 하 .

            값   다. 라     다.     

                값  18 다. 

      라      다.

[ 리]  


 
∈ 




다.

)     ⋯  고 각각  ≤≤에 

      해   , ≥ 다. 수 가 에 포함 고  ,  

      ≥  태라고 하  ∈  필 건    것 다. 

      그러므  에 하는 수  개수를 다 과 같   수 다.

       ⋯

 


⋯





⋯




 


⋯



 


 
∈ 





[ ]           ⋯ 라 하 .

              므    다. 

             하여 계산하

        


 
∈ 




 


  고,                

                  하여 계산하

         


 
∈ 




 


  다.



① → 0   … 

② →    … 

③ →    … 

⁝ ⁝ ⁝ ⁝ ⁝ ⁝
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 3  수에 른 수치  생 집합

   에 는 주어진 수를 가진 든 수치   찾는  시한다. 앞 

에  공 한 집합과 다  리를 할 것 다.

[ 리] ≥ 고,  ⋯ ∈
 라 하 . ⋯    

       복도   수치  집합  한 필 건  다 과 

       같다.

       ⑴ 든 ≤ ≤에 해  ≥

       ⑵ ≤ ≤≤ ≤   에 해  ≥

       ⑶ ≤ ≤≤ ≻   에 해  ≥

)      ⋯ 

  ①  가지고 ②, ③, …  다 만들어 낼 수 다.

  그러므  ①  가지고 계산  하  다. ① 에 는 가지를 가지고 2개를 

택하는 경우  수는  개 다.



≥

≥

                  ⁝



 ≥

≥ 





                ⁝





                ⁝

≥

≥

                 ⁝

≥ 
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 ⅰ. ≥ 

 
 ⅱ.

  

    ⇒ ≥  립한다. 

 ⅲ. 

 

     ⇒ ≥  립한다.

[ ]  리를 하여     에 하여 복도   수치  

집합  만 해야할 건  체  알아보 . 또 각각  경우에 수 

를 계산한다.
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  (1)   ,    

     ① ≥

     ②  

  (2)   ,     

     ① ≥ ≥

     ② ≥

     ③ ≥

     ④  

  (3)   ,      

     ① ≥ ≥  ≥

     ② ≥, ≥

     ③ ≥, ≥

     ④  

  (4)   ,       

     ① ≥ ≥  ≥ ≥

     ② ≥, ≥, ≥, ≥

     ③ ≥, ≥, ≥, ≥

     ④  

  (5)   ,        

     ① ≥ ≥  ≥ ≥ ≥
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     ② ≥, ≥, ≥, ≥, ≥, ≥

     ③ ≥, ≥, ≥, ≥,

        ≥, ≥

     ④  

[ 리] 수가 ≥  수치  복도 에 해  ≤≤  

      립한다.

)    므     다. 그러므  ≥ 라고 가 하  ≥

     다. 한편   는  ⋯   포함하므

       ≥  어 순 다. 라  ≤≤  립한다.

   결과를 하여 주어진 수 를 갖는 든 수치  찾  수 다.   

, ≤≤  각각  에 해  복도가  고 수가   수치

 집합  앞  리에  주어진 건  만 하는 든 해를 찾아  계산한

다.

  (1) 수     수치    뿐 다.

  (2) 수     수치  복도는  다. 그러므  수   수치

          ⋯ 뿐 다. 

  (3) 수     수치  찾아보  

     ①    ,    라 하     므

            다.     고    다.

     ②    ,     라 하    
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        므       경우      다.     고

           다.

  (4) 수     수치  찾아보

     ①    ,    라 하     므

            다.     고     다.

     ②    ,     라 하    

        므   리에 만 하는  값  2가지다.

             경우는      다.     고

            다.

             경우는      다.       고

            다. 

     ③    ,      라 하

           므         어야 한다. 

               다.       고     다.

   (5) 수     수치   찾아보  

     ①    ,    라 하     므

            다.     고      다.

     ②    ,     라 하    

        므   리에 만 하는  값  2가지다.

             경우는      다.       고

             다.

             경우는      다.    고

             다. 
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수 간극 생 집합  생 집합  개수

 ∅  

     


 
 

 
  


 





  
  
  
  

 
 
  
    


 
 
  



     ③    ,      라 하

           므   리에 만 하는   값  3가지다.

               경우       다.       고

             다.

               경우       다.       고

             다.

               경우       다.    

        고      다.

     ④    ,       라 하

           므           어야

        한다.          다.       고 

            다.

   같  수 0  6 지를 갖는 든 수치  하  다  를 얻

는다.
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[ 1] 수가 0  6 지  수치



   

0 1 26 770832

1 1 27 1270267

2 2 28 2091030

3 4 29 3437839

4 7 30 5646773

5 12 31 9266788

6 23 32 15195070

7 39 33 24896206

8 67 34 40761087

9 118 35 66687201

10 204 36 109032500

11 343 37 178158289

12 592 38 290939807

13 1001 39 474851445

14 1693 40 774614284

15 2857 41 1262992840

16 4806 42 2058356522

17 8045 43 3353191846

18 13467 44 5460401576

19 22464 45 8888486816

20 37396 46 14463633648

21 62194 47 23527845502
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  수 를 갖는 수치  수를 라고 하 . 그러  [ 1]에 해

              다. 가 보다 커지  계산량

 격  가하여 앞   든 수치  찾아 를 계산하는 것  

어 워진다. 는 문 [5]에  수가 0  50 지  수치  

수를 하 다. [ 2]는   문에  한다. 



22 103246 48 38260496374

23 170963 49 62200036752

24 282828 50 101090300128 

25 467224
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[ 2] 수가 50 지  수치  개수
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 4  피보나치수  비  계

수 에 른 수치   수   값  피보나치 수열과 한  다. 

 에 는 피보나치 수열에 한 본  사항  알아본다.

 (1) 피보나치수열과 비

      고,         것  피보나치수열

(Fibonacci sequence) 라고 하고, 각 항들  피보나치수(Fibonacci numbers)라 

한다.

          

0 1 1 2 3 5 8 13 21 34 55

          …

89 144 233 377 610 987 1597 2584 4181 6765 …

  비는 어 한  등 하여 한쪽  평  

다른쪽 체  과 같도  하는 할 다. , 

 에  가   
 ×  또는    가 도  

할하는 것 다.  비  값  


, 거  ⋯    또는 

 ⋯   는  것  비 (golden ratio) 라 한다.

  

  피보나치수열에  수들  계가 다.

  (1) lim
→∞







  ) 피보나치 수열 므    다.

        를 만 하는  를 해보 .
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          므     다.

        를  근  하는 차 식  만들    므

        


 


 또는  


 


가 다.

       수열  ≥는 항   고 공비가   수열 다.

        를 하여  식  만들

       


  


·


  


  … ①

       


  


·


  


  … ②

       ①-②  하  





  





 다.

        










       lim
→∞



 lim
→∞
























 lim
→∞


























·





   

  (2) lim
→∞





   ) 주어진 식 lim
→∞



  에   나누  
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        lim
→∞










다.  (1)식  하  lim
→∞






고, 

       lim
→∞
 





 다.

       lim
→∞
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→∞


 
 다.
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0 1

1 1 1

2 2 2 1 2

3 4 3 0.75 2

4 7 6 0.857142857 1.75

5 12 11 0.916666667 1.714285714

6 23 19 0.826086957 1.916666667

7 39 35 0.897435897 1.695652174

8 67 62 0.925373134 1.717948718

9 118 106 0.898305085 1.76119403

10 204 185 0.906862745 1.728813559

11 343 322 0.93877551 1.681372549

12 592 547 0.923986486 1.725947522

13 1001 935 0.934065934 1.690878378

14 1693 1593 0.940933255 1.691308691

15 2857 2694 0.942947147 1.687536917

16 4806 4550 0.94673325 1.682184109

17 8045 7663 0.952517091 1.67394923

18 13467 12851 0.954258558 1.673958981

19 22464 21512 0.957621083 1.668077523

20 37396 35931 0.960824687 1.664707977

21 62194 59860 0.962472264 1.66311905

22 103246 99590 0.964589427 1.660063672

 5    측 

 수 에 한   개수를 사하여 가 가 피보나치수열처럼 

는지를 측하 다. 다  [ 3]  [ 2]  얻  수 다.
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23 170963 165440 0.967694764 1.655880131

24 282828 274209 0.969525648 1.654322865

25 467224 453791 0.971249337 1.651972223

26 770832 750052 0.973042116 1.64981251

27 1270267 1238056 0.974642339 1.647916796

28 2091030 2041099 0.976121337 1.646134238

29 3437839 3361297 0.977735432 1.644088798

30 5646773 5528869 0.97912011 1.642535616

31 9266788 9084612 0.980340977 1.641076771

32 15195070 14913561 0.981473662 1.639734285

33 24896206 24461858 0.982553647 1.638439704

34 40761087 40091276 0.983567391 1.637240911

35 66687201 65657293 0.984556137 1.636050604

36 109032500 107448288 0.985470277 1.6349839

37 178158289 175719701 0.986312239 1.633992516

38 290939807 287190789 0.987114111 1.633041093

39 474851445 469098096 0.987883897 1.632129511

40 774614284 765791252 0.988609774 1.631277091

41 1262992840 1249465729 0.989289638 1.630479667

42 2058356522 2037607124 0.989919434 1.629745203

43 3353191846 3321349362 0.990503829 1.629062706

44 5460401576 5411548368 0.991053184 1.628419079

45 8888486816 8813593422 0.991574112 1.627808265

46 14463633648 14348888392 0.992066637 1.62723239

47 23527845502 23352120464 0.992531189 1.626689812

48 38260496374 37991479150 0.992968799 1.626179344

49 62200036752 61788341876 0.993381115 1.625698636

50 101090300128 100460533126 0.993770253 1.625245022

[ 3]
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  피보나치수열에 해    가 립하는 것과 마찬가지    값

   값과 매우 비슷한 것  [ 3]에  할 수 다.

실  


 값  가  커짐에 라 [그림1]에 처럼 1에  수

하는 것  알 수 다. 또 피보나치수열에 해  


 비에 수 하는 

것처럼 


 값  가  커짐  [그림2]에 처럼 


 비에 

가 워짐  볼 수 다. 

   

  

[그림1]

   

[그림2] 
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  에  찰한 것  탕  는 다  측하 다 [5].

 (1)   

 (2)  ≤

 (3) lim
→∞





 (4) lim
→∞







 

 들 측  직  또는 [ 2]  같  계산결과에 해  뒷 침 고 지

만 여러 수학 들  그  해  많   하고 에도 아직 지 

않았다.
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