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ABSTRACT

On Study of Fractals and Infinite Series

    Kim Se-Hong

                 Advisor : Prof. Sunah Kim

                      Major in Mathematics Education

                                      Graduate School of Education, Chosun University

Fractal geometry has been included in the Seventh National Mathematics Curriculum of  

Korea as it can provide better mathematical descriptions of natural phenomena than 

traditional Euclidean geometry. Utilizing the self-similarity property of fractals, students 

can set up equations of infinite steps  from the rules found in finite level and estimate 

answers. This paper analyzes the effectiveness of adopting fractal geometry in teaching 

infinite sequences, a topic which students find especially difficult, using the teaching 

material that explains the characteristics of fractals and the relationship between 

fractals and infinite sequences. More than half of the students who found infinite 

sequences very difficult to understand answered that learning infinite sequences with 

fractal geometry was more interesting and easier than the previous teaching method. 
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Ⅰ. 서     론

 A. 연구의 필요성

 현재 우리나라 교육과정에서 중․고등학교 학생들이 학습하고 있는 기하는 유클리드 기하이다. 유

클리드 기하는 주로 평면기하로 2000여년전에 만들어진 것이다. 20세기 초에 들어와 새로 도입된 

프랙탈 기하는 여러 가지 자연현상을 지금까지와 다른 관점에서 설명하고 있다. 프랙탈 기하는 해

안선, 구름, 산, 성단, 지진의 분포, 달의 분화구, 깃털, 산불, 강, 매연, 눈송이, 혈관조직, 뇌 조직, 

신경조직과 같은 자연 현상, 인체의 여러 기관 그리고 사회적 환경을 설명하는데 좋은 수단이다. 

칸토르 집합(Cantor set), 코흐 곡선(Koch curve), 시어핀스키 삼각형(Sierpinski gasket) 등과 

같이 자신을 무한 번 반복 복사하는 과정으로 얻어지는 도형 등이 프랙탈 기하의 예이다. 

이런 프랙탈 기하를 중∙고등학교의 수학교육에 도입하고자 하는 시도가 국내․외에 행해지고 있다. 

예를 들어 캐나다의 온타리오 교육부(Ontario Ministry of Education)는 1993년에 고등학교 이수

과목으로써 프랙탈과 카오스를 승인하여 온타리오 주에 있는 4개의 고등학교 12학년에서 ‘Fractals 

In Your Future’라는 교재로 가르치고 있다. 또한 미국수학교사협의회(National Council of 

Teachers of Mathematics)는 수학자들과 협력하여 ‘Fractals for the classroom’ 이란 교재와 연

습책을 펴내어 프랙탈을 수학교육의 현장에 소개할 수 있는 자료를 제공하였다(최정숙, 1998).

우리나라에서도 개정 7차 교육과정에 맟추어 14종의 고등학교 수학Ⅰ 교과서 중에서 프랙탈에 관련

하여 직접적으로 탐구활동을 제시한 교과서는 12종이며 대부분의 교과서가 프랙탈 기하에 대하여 

수학적 이론이 아닌 산, 강, 번개 등으로 주위 일상생활에서 찾아 볼 수 있는 것을 예로 들어 설명

하고 있다. 

따라서 본 연구는 고등학교 수학Ⅰ의 무한수열과 극한 개념을 프랙탈을 이용하여 보다 쉽게 이해할 

수 있도록 하는 학습방법을 제시하고자 한다.

 B. 연구 도입 배경

 우리나라는 중∙고등학교 교육과정의 학습목차에는 프랙탈이 포함되어 있지 않지만 많은 교과서들

이 탐구활동이나 수행평가 문제로 프랙탈을 소개하고 있다. 고등학교용 현행교과서의 무한 등비수열

의 수렴과 발산 단원에서 탐구활동과 다가서기에 프랙탈 문제가 제시되어 있으며 무한급수단원의 활

동수학에서도 다뤄지고 있다. 또한 2007년 대학수학능력시험에서도 프랙탈 도형을 이용한 문제가 

출제되어 그 비중이 점차 커지고 있음을 알 수 있다. 제 7차 개정 교육과정에서는 실생활의 문제 상

황을 수학적으로 다루는 것을 중시하고 있는데, 프랙탈 기하를 학교 수업에 도입하여 체계적으로 지

도한다면 실생활과 연관 지어 수학을 이해하고자하는 현 교육과정이 추구하는 목적을 이룰 수 있다. 

따라서 무한급수의 이론에 프랙탈을 이용한 학습방법을 제시하는 것은 의미 있는 일이다.
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지도대상 2학년 인  원  지도교사 김세홍

수업시간 .  .  .  . 실제시간 .  .  .  . 차 시 /

대단원 Ⅴ.수열의 극한 소단원 1.3 무한등비수열의 수렴과 발산

학습목표  ∑. 프랙탈의 성질을 이용하여 무한급수 관련한 문제들의 풀이법을 익힌다.

단계
학습
내용

학습활동 지도상
유의점큰 활동 작은 활동

도입
(10분)

전시

학습

확인

 ▶ 인사하기/출석점검

 ▶ 학습분위기 조성

 ▶ 본시학습소개

∮ “사랑합니다”

∮ 주변 정리정돈을 하고 교과서를 준비

∮ 프랙탈을 활용한 무한급수 풀이

¤ 수업준비가

  되어있는지 

  확인한다.

 C. 연구 목적

1970년 중반 베노이트 만델브로트(Benoit Mandelbrot, 1924~2010)에 의해 도입된 프랙탈은 해안선

의 변화에서부터 주식의 변화까지 다양한 현상을 분석하고 예측하는데 유용한 모델이 되고 있다. 이

전의 유클리드 기하에서 정의되어지는 개념만으로는 실생활의 이러한 변화를 표현하기에는 역부족이

었다. 프랙탈은 유클리드 기하보다 자연현상을 잘 설명할 수 있으며 프랙탈 성질을 이용하여 학생들 

스스로 탐구과정을 통하여 주어진 문제를 해결할 수 있는 장점이 있다. 이는 7차 교육과정에서 수학 

교육의 목적이 실생활에서의 문제해결을 중시하는 것에 부합된다고 할 수 있다(김응수, 2006).

또한 2007개정 수학과 교육과정에서 수학교육 목표는 수학적 개념, 원리, 법칙을 이해하고, 수학적

으로 사고하고 의사소통하는 능력을 신장하여 여러 가지 문제를 합리적이고 창의적으로 해결하며, 

수학의 실용성을 인식하여 수학에 대한 긍정적 태도를 가지는 것이라고 하고 있다(교육과학기술부, 

2008). 따라서 프랙탈은 이러한 수학교육 목표를 달성하는데 아주 적절한 수단이다. 

본 논문에서는 여러 가지 프랙탈의 자기닮음성질을 이용하여 무한단계도형에서 유한단계의 근사치를 

구하여 무한등비급수의 합 그리고 프랙탈 도형의 넓이 및 부피의 합등 무한단계의 값을 추정하는 과

정을 연구하고자 한다.

 D. 연구 방법

본 연구는 프랙탈의 성질과 종류를 알아보고, 증등 수학에서 프랙탈을 활용 할 수 있는 내용을 분석

하여 수학 학습 지도에 프랙탈을 활용한 수학 교수-학습방법을 탐구하고자 한다. 

무한 등비급수에 관한 길이의 합, 넓이 및 부피의 합을 탐구하기 위해 

① 중등수학교재에서 다루고 있는 프랙탈 도형들을 제시하고,

② 그 도형의 유한단계에서 얻을 수 있는 무한급수에 관한 결과들을 예로 하여 교수-학습지도안

을 구성한다.

<교수-학습지도안>
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전개
(35분)

전체

활동

개인

활동

▶ 프랙탈이 무엇인가?

 ‘프랙탈’이란 단어는 불규칙하고 

조각나 있으며 들쭉날쭉한 형상

을 묘사하고 그러한 복잡한 형상 

안에 숨어있는 조직적인 구조를 

암시

 ‘프랙탈 기하’란

 프랙탈 기하란 전체를 부분으로 

나누었을 때 부분 안에 전체의 

모습을 갖는 무한단계에서의 기

하학적 도형을 뜻하는 것입니다.

▶ 프랙탈 도형

 - 대표적인 도형 시어핀스키

  삼각형을 소개하고 프랙탈의

 정의와 일치하는 것을 확인한

다.

▶ 프랙탈 풀이

 무한등비수열   에 대하

여

 무한등비급수

      ⋯을 생

각

 해보자.

  (   ⋯)

        ⋯ )

 

  이 식은    로 간단히 

 나타낼 수 있다. 

▶ 대학수학능력시험문제 접근

2007 수능 인문계 (17번 문제)

- 학생들에게 프랙탈에 관하여 들어본 적이 

  있는지 질문한다. 만약, 있다면 언제 들어

  봤는지도 물어본다.

- 프랙탈(fractal)이라는 용어는 1975년 

 베노이트 만델브로트에 의해 처음 명명되었

는데, 라틴어로 “부서진다”는 의미로 프란게

리(Frangere)의 형용사형인 프락투스

(Fractus)를 어원으로 갖는다.

- 시어핀스키삼각형 

- 무한등비수열의 합.

     에서 

    


를 얻을 수 있다.

 

- ⅰ)  그림 에서

¤ 프랙탈 개념

에 대해 부담

을 느끼지 않

도록 이야기 

식으로 넘어간

다

¤ 공식을 단순

히 암기하기 

보다는 원리를 

이해하는데 초

점을 두고 설

명한다.

¤ 단계별로 학

습하도록 유도

한다.
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ⅰ)  의 넓이를 구하여라.

 (이제 프랙탈의 자기 닮음과 자

기 순환을 이용하여 넓이의 합을 

구해보자. 두 도형  과 를 

나란히 놓고 보면 도형 의 모

양이 그대로 축소되어 의 양

쪽에 놓여 있는 것을 확인할 수 

있다.)

 

ⅱ)  에서 로 축소된 비율

과 개수를 구하여라.

ⅲ)  에서 로 축소된 비율

과 개수를 구하여라.

ⅳ) 구하고자 하는 넓이를 구하

여라.

   


∆  




∙∙  


이다.

ⅱ) 축소된 비율은 


이고 개수는 2

개 이다. 

ⅲ) 같은 방법으로 , 를 나란히 놓

고 보면 도형 의 모양이 그대로 축소

되어 도형 의 양쪽에 놓여 있고, 이때 

축소된 비율은 


, 개수는 2개이다.

ⅳ) 닮음비가 


이므로 넓이의 비는 




이고, 개수가 2배로 증가하므로 두 도

형 사이의 늘어난 넓이의 비는 


가 된

다. 

 결국,   

 


  

       →    


를 구할 수 있다.

¤ 단계별로 학

습하도록 유도

한다.

정리

및

평가
(5분)

내용

정리

및

평가

 ▶ 내용정리

 ▶ 자기진단학습

 ▶ 과제 제출 

 ▶ 차시 예고

∮ 프랙탈을 이용한 무한급수 풀이

∮ 노트에 오늘 배운 내용을 정리한다

∮ 나머지 수능 문제들을 프랙탈을 활용하여

 풀이한다.

∮ 무한급수의 수렴과 발산

¤ 복습은 분명

 하게 학습할

 수 있도록 전

 달한다

수업평가
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Ⅱ. 이론적 배경

 A. 프랙탈의 정의 및 기원

  1. 프랙탈의 정의

 프랙탈(fractal)이라는 용어는 1975년 베노이트 만델브로트에 의해 처음 명명되었는데, 라틴어로 

“부서진다”는 의미로 프란게리(Frangere)의 형용사형인 프락투스(Fractus)를 어원으로 갖는다. 프락

투스(Fractus)란 말은 온전한 것이 아닌 어중간한 반절이라는 뜻인데 이로부터 만델브로트는 

‘fractal'을 만들어 냈다.

 ‘프랙탈’이란 단어는 불규칙하고 조각나 있으며 들쭉날쭉한 형상을 묘사하고 그러한 복잡한 형상 

안에 숨어있는 조직적인 구조를 암시한다. 따라서 프랙탈 기하는 자연 속에 복잡한 모양과 현상을 

밝히는 수단이며 전체와 부분에 내재하는 유사성을 만들어 내는 객관적인 방법을 연구하는 것이다.

 프랙탈기하란 전체를 부분으로 나누었을 때 부분 안에 전체의 모습을 갖는 무한단계에서의 기하학

적 도형이다.

  2. 프랙탈이 도입된 배경 

 만델브로트는 영국서부의 리아시스식 해안에 관한 논문에서 ‘영국의 해안선의 길이 구하는 문제는 

측정단위가 작아질수록 측정값은 결국 해안선의 실제거리에서 접근하여 하나의 값에 수렴한다.’고 

발표하였다. 만델브로트는 움푹 들어간 해안선 안에 굴곡진 해안선이 계속 되고, 측정단위가 달라짐

에 따라 해안선의 길이는 한없이 커진다는 사실을 발견하고 이처럼 반복되는 구조인 해안선, 나무의 

모습, 강의 모양 등을 일반화하는 목적으로 프랙탈이라는 개념을 생각했다. 

 만델브로트는 “구름은 구가 아니고, 산은 원추가 아니며, 번개는 직선으로 내려치지 않는다. 새로운 

기하학은 둥글둥글하지 않고 우둘투둘한, 또 매끄럽지 않고 거칠거칠한 우주를 반영한다. 그것은 구

멍이 많고 움푹 파이고 잘리고 꼬이고 서로 엉켜있는 기하학이다.”라 하여 자연의 복잡성을 이해하

기 위해서는 그 복잡성이 그저 임의적이거나 우발적인 것은 아니며, 자연 속에서 여러 가지 기묘한 

현상들이 나름대로의 의미를 지닌다고 주장하였다. 울퉁불퉁함과 뒤엉킴은 유클리드 기하학의 고정

적인 형태에 위배되어 결점으로 간주해 버릴 성질의 것이 아니라 사물의 본질에 이르는 열쇠가 될 

수 있다고 주장했다. 즉 유클리드 기하학으로는 자연의 형태 속에 있는 울퉁불퉁함을 잘 설명할 수 

없으나 프랙탈 이론은 그러한 정도를 잘 계측할 수 있는 수단을 제공해 준다고 주장했다.

  3. 프랙탈의 성질

 프랙탈 도형을 나타내는 중요한 특징은 자기 유사성(self-similarity)이다. 자기 유사성이란 도형의 

일부분을 확대 혹은 축소하였을 때 다시 전체의 모습이 되는 성질을 말한다. 즉, 똑같은 모양의 부

분이 계속 결합되어 같은 모습의 전체가 되는 것이다. 단계가 커질수록 도형의 부분과 전체가 더욱 
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닮아간다. 흔히 수학에서 도형이 닮았다고 하는 것과 비슷하다고 할 수 있다.  그런데 자연에서 보

는 프랙탈은 수학적으로 완전히 닮았다기 보다는 근사적으로 닮았다고 보아야 할 것이다. 완전히 일

치하는 닮음을 자기 동형(self-affinity), 통계적 닮음을 통계적 자기 유사성(statistical 

self-similarity)이라고 하고, 이들을 통틀어 자기 유사성이라 한다.

자연과 인간의 몸을 자세히 들여다보면, 불규칙하고 헝클어진 모양임에도 불구하고 프랙탈 기하학으

로 결정될 수 있는 눈에 띄는 특징을 가지고 있다. 자연이나 인간의 몸의 여러 대상에는 다른 규

모로 스스로를 되풀이하는 형상으로 가득 차 있다(김인수, 2000). 

프랙탈 기하의 대표적인 예로는 ①봉우리와 골짜기로 구성되어 있는 산의 기복, ② 일직선이 아니고 

가지치기 모양으로 되어 있는 번개, ③ 강줄기나 그 지류, ④ 구름의 모양, ⑤뇌의 주름, ⑥ 하루 또

는 1개월 단위로 변화하는 주가의 그래프, ⑦ 밤하늘에 떠있는 무한대에 가까운 별, ⑧ 녹황색 채소

인 브로콜리, ⑨ 고사리, ⑩ 물과 영양분의 운반을 전체에 고루 전달하는 나무, ⑪ 나무가 모여 사는 

숲 등이 있다. 

 B. 중․고등학교에서의 프랙탈

6개 출판사[표1]에서 간행된 중학교 수학 교과서 4종에 프랙탈 도형의 그림이 있고 고등학교 수학Ⅰ

의 12개 출판사[표2]에서 간행한 16종의 교과서에서 프랙탈 기하를 적용한 예를 찾아 볼 수 있다. 

다음은 현행 중학교 수학과 고등학교 교육과정 수학Ⅰ 교과서에서 소개되고 있는 프랙탈 도형을 가

지고 할 수 있는 탐구활동을 제시한다.

  1. 중학교 교과서에 나타난 프랙탈 도형

 중학교 교과과정에서는 프랙탈이 가지고 있는 무한 개념을 도입하기에는 어려움이 있으나 유한번의 

시행을 통해 보여지는 도형을 응용하여 일반화 할 수 있다. 즉, 도형의 기본 성질이나 넓이, 부피, 

둘레 등을 구하는 문제에 도입될 수 있으며, 프랙탈 도형의 특징인 자기유사성은 비례와 닮음의 개

념을 설명하는데 유용하다. 그러한 프랙탈 도형의 예로 피타고라스 정리와 관련된 피타고라스 나무

의 생성 과정이 제시 되어 있다.

 [그림1.1] 피타고라스의 나무, (주)미래엔 컬쳐그룹(유희찬외8)
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관련된 내용 출판사 프랙탈기하와 관련한 내용

1

도형의 닮음

대교 청찬현 외 4
․ 시어핀스키 삼각형

․ 카오스게임

2 도서출판 디딤돌 박종률 외 5
․ 삼각형의 중점연결 정리 

․ 프랙탈 구조

3 새롬교육 송근화 외 5
․ 프랙탈을 이용한 입체카드 만들기

․ 컴퓨터 활용 학습

4 천재문화 박영훈 외 5
․ 삼각형의 중점연결 정리

․ 자기닮음도형

5 피타고라스의 

정리

(주)미래엔 컬처그룹(유희찬 외 8) ․ 피타고라스의 나무

6 웅진 씽크빅(박윤범 외 3) ․ 피타고라스의 나무

또한, 웅진 씽크빅(박윤범 외 3) 중학교 3학년 교재에서는 피타고라스의 나무라는 제목 없이 

평가문제에서 간접적으로 언급하여 문제를 풀며 자기유사성의 원리를 이해시키고 있다.

[그림1.2] 피타고라스의 나무, 웅진씽크빅(박윤범 외 3)

 다음은 중학교 교과서에 제시되어 있는 프랙탈과 관련한 내용을 표로 작성하였다.

[표1] 중학교 수학교과서 관련

 이상 6종의 교과서 중 4종에서 중학교 2학년 도형의 닮음 단원에 직접적으로 프랙탈 관련 내용

들을 소개하고 있고 2종의 중학교 3학년 교과서에서는 피타고라스의 정리 단원에서 피타고라스의 

나무를 소개하고 있다. 그리고 나머지 교과서에서도 삼각형의 중점연결 정리와 관련하여 간접적으

로 프랙탈 관련 내용들을 소개하고 있다. 

대교 출판사의 교과서에는 프랙탈과 관련하여 ‘카오스게임’이라는 단어는 직접적으로 언급하고 있지 
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않지만 ‘놀이하기’라는 소제목으로 카오스게임을 소개하고 있다. 동교재의 앞부분에 시어핀스키 삼각

형을 언급하였고 시어핀스키 삼각형과의 연관성을 추론할 수 있는 카오스게임을 체험하도록 하고 있

다. 

다음은 활동을 통하여 프랙탈을 체험할 수 있는 과정을 소개하고자 한다.

(탐구활동 1) 프랙탈을 이용한 입체카드 만들기 

 자기 닮음의 성질을 가지는 프랙탈을 응용하여 입체 카드를 만들어 보자.

ⅰ) 종이를 반으로 접은 후 접은 선(밑변)의 중심으로부터 높이의 반만큼 잘라 왼쪽을 접어 올린다.

 

ⅱ) ⅰ)단계의 왼쪽 부분을 펴서 다시 안쪽으로 접어 올리고, 높이의 반만큼 자른다. 다른 

   한 쪽도 같은 길이만큼 자른다.

ⅲ) 각각의 왼쪽 부분을 접어 올린다.

ⅳ) ⅲ)단계의 왼쪽 부분들을 펴서 다시 안쪽으로 접어 올리고, 각 부분의 중심에서 높이의 

   반만큼 자른다.

ⅴ) 같은 과정을 가능한 만큼 반복한 다음 종이를 펼친다.

[그림 1.3] 입체카드 만들기
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(탐구활동 2) 시어핀스키 삼각형 만들기

ⅰ) 임의의 정삼각형의 한 변의 중점을 꼭짓점으로 하는 삼각형을 그려 합동인 4개의 작은 정삼

각형을 만든 후 가운데 있는 작은 정삼각형을 제거하여 3개의 정삼각형만 남긴다. 이때, 처음 정

삼각형과 작은 정삼각형의 길이의 닮음비는 2:1이 된다.

ⅱ) 남아 있는 3개의 정삼각형으로 1의 과정을 반복하여 시행한다.

ⅲ) 이런 과정을 무한히 되풀이하면 평면상에 삼각형 모양의 체(sieve)가 나타나게 되는데 이것이 시

어핀스키 삼각형이다.

[그림 1.4] 시어핀스키 삼각형 만들기

위의 활동은 수업시간을 이용하여 쉽게 접근할 수 있는 프랙탈의 원리를 이해하며 이 프랙탈 도형에

서 직접 경험해보는 탐구활동이다.   

  2. 고등학교 수학Ⅰ 교과서에 나타난 프랙탈 도형

 고등학교 수학Ⅰ 교과서 대부분에서는 프랙탈 기하와 관련된 내용들을 언급하고 있다. 넓이나 길이

의 극한에 관련된 무한급수, 수열 단원에서 여러 종류의 프랙탈 도형을 예로 들고 있다. 그만큼 프

랙탈과 무한급수 이론이 연관 있음을 나타내는 것이라 할 수 있다. 시어핀스키 삼각형이나 프랙탈 

나무, 코흐의 눈송이 곡선 등은 프랙탈을 대표하는 도형으로서 다수의 교과서에 등장하고 있다. 
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관련된 내용 출판사 프랙탈기하와 관련한 내용

1 수열의 극한 교학사( 김수환 외 13)
․ 피타고라스 나무를 이용한 브로콜리

․ 프랙탈 도형

2
무한수열의 극한

무한급수
고려출판(이만근 외 3)

․ 칸토르 집합

․ 코흐 곡선

3 수열의 극한 교학사(황석근 외 12) ․ 수형도

4 수열의 극한
좋은책 신사고

(황선욱 외 12)
․ 시어핀스키 삼각형

5 무한수열의 극한
금성출판사

(양승갑 외 7)

․ 시어핀스키 양탄자

․ 맹거 스펀지

․ 코흐 곡선

․ 피타고라스나무

6 무한수열의 극한 금성출판사(정상권 외 8) ․ 코흐 곡선

7 수열의 극한 더텍스트(김해경 외 8)

․ 시어핀스키 삼각형

․ 악마와 천사

․ 컴퓨터 활용<프랙탈>

8 무한급수
더텍스트

(윤재한 외 14)

․ 프랙탈 현상(자연현상)

․ 시어핀스키 삼각형

9 무한급수
미래엔컬쳐그룹

(유희찬 외 12)

․ 수형도

․ 피타고라스 나무

․ 코흐 눈송이

10 무한급수
발명사

(우무하 외 4)

․ 프랙탈 현상(자연현상)

․ 코흐의 눈송이

11 수열의 극한
천재교육

(이준열 외 9)

․ 프랙탈 현상(자연현상)

․ 코흐의 눈송이

․ 페아노 곡선

․ 칸토어 집합

12 무한등비수열
천재교육

(최용준 외 9)

․ 프랙탈 현상(자연현상)

․ 시어핀스키 삼각형

․ 코흐곡선

․ 칸토어 집합

다음은 수학Ⅰ 교과서에서 프랙탈 기하를 탐구활동이나 단원의 시작에서 소개하는 부분을 표로 제시

한다.

[표2] 고등학교 수학교과서 관련
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 이상 12종의 교과서에서 프랙탈을 대표하는 도형들을 제시하고 있다. 7차 교육과정에서는 단원의 

내용과 별개로 단원 뒤 편 수학이야기 등에서 제시했던 것과 달리 개정교육과정에서는 수열의 극한

단원에서 소단원 소개 및 탐구하기 등에 그림으로 처음부분에 소개되고 있다. 그리고 프랙탈 기하에 

관하여 언급한 12종의 교과서 중에서 7종의 교과서에서 코흐 곡선 및 눈송이에 관하여 언급하였고, 

시어핀스키 삼각형에 대하여서는 5종의 교과서가 언급하고 있다. 

교학사(황석근 외12) 교재 에서는 ‘교실 밖의 수학(Beyond math)’이라는 제목으로 수형도를 제

시하여 극한을 소개하고 있다. 또한 미래엔 컬쳐그룹 출판사에서도 수형도를 소개하고 있다. 더 

텍스트(김해경 외8) 출판사와 교학사(김수환 외13)출판사는 컴퓨터를 활용한 프랙탈 도형을 만드

는 과정을 설명하고 있고, 12개의 교과서중 금성출판사(정상권 외 8)를 제외한 모든 교과서에서 

프랙탈이라는 단어를 사용하여 소개하고 있으며 그 중 발명사(우무하 외4), 더텍스트(윤재한 외

14), 고려출판사(이만근 외3), 천재교육(이준열 외9) 이 네 교과서는 프랙탈 도형을 자연적인 예

를 들어 구체적으로 프랙탈에 대해 설명하고 있다. 

금성출판사(양승갑 외7), 교학사(김수환 외 13), 천재교육(최용준 외9), 금성출판사(정상권 외 8), 더

텍스트(윤재한 외14), 천재교육(이준열 외9), 고려출판사(이만근 외 3) 이렇게 7개의 교재에서 프랙탈

을 소개하는 것에서 그치지 않고 탐구과제를 제시하여 프랙탈을 활용하여 문제를 해결하도록 하고 

있다. 천재교육(최용준 외 9)에서는 다른 교과서에서 다루지 않은 칸토어 집합을 다루어 탐구과제를 

제시하고 있다.

 C. 탐구학습자료

   1. 무한등비급수와 프랙탈과의 관계

 프랙탈 도형(fractal figure)이란 언제나 부분이 전체를 닮은, 즉 부분과 전체가 똑같은 모양을 하

고 있는 자기 유사성(self-similary)을 특징으로 갖는다. 이처럼 프랙탈은 작은 구조가 전체 구조와 

비슷한 형태로 끝없이 되풀이되는 구조이므로 전체를 부분으로 분할하였을때 그 부분이 전체의 모습

을 갖는 무한 단계의 기하적인 도형이고 우리가 보는 것은 유한 단계의 모습일 뿐이다. 

무한등비급수 자체가 바로 프랙탈의 원리와 맞닿아 있다.

무한등비수열   에 대하여 무한등비급수     ⋯을 생각해보자.

    ⋯      ⋯ )

이 식은    로 간단히 나타낼 수 있고    에서   


를 얻을 수 있다.

즉, 프랙탈은 무한등비급수를 기하학적으로 파악한 것으로 생각해도 좋기 때문에 도형과 결합된 무

한등비급수의 합의 계산에서 도형의 길이 또는 넓이를 프랙탈의 원리로 다음과 같이 생각할 수 있

다.
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[그림 1.5] 무한등비급수의 프랙탈 표현
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Ⅲ. 프랙탈 학습자료 개발

 A. 프랙탈 학습자료 

  1. 시어핀스키 삼각형(Sierpinski gasket)

 1916년 폴란드 수학자 Waclaw Sierpincki(1882~1969)에 의해 처음 소개 되었다. 평면상에 정

삼각형의 각 변의 중점을 이으면 합동인 4개의 작은 정삼각형이 만들어 지는데, 이때 가운데 있

는 정삼각형을 제거하여 3개의 정삼각형만 남긴다. 남아있는 3개의 정삼각형에 대하여 이런 과정

을 무한히 반복했을 때 나타나는 평면 위의 점들의 집합이 시어핀스키 삼각형이다.   

[그림 2.1] 시어핀스키 삼각형

<탐구활동>

ㄱ. 0~3단계까지 색칠한 시어핀스키 삼각형의 수를 세어보자.

  

단계 0 1 2 3

색칠한 삼각형의 수  

(풀이)

  

단계 0 1 2 3

색칠한 삼각형의 수 1 3 9 27

ㄴ. 5단계에서 색칠한 시어핀스키삼각형의 수를 예상해보고, 한 단계에서 다음 단계로 갈 때 어떤 

규칙이 있는지 말해보자.

 - 색칠한 삼각형의 개수는 앞 단계의 개수에서 3씩 곱해진 개수가 얻어진다.

ㄷ. 과정을 반복하여 n단계에서 색칠한 삼각형의 수를 구하여라.

 - 개
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단계 0 1 2 3

색칠한 부분의 넓이

ㄹ.  이 무한히 커질 때, 색칠한 삼각형의 수는 어떻게 되는가?

 - 무한개에 가까워진다. (
 

∞

 ∞) 

ㅁ. 0단계의 넓이를 1이라 할 때, 0단계에서 3단계까지 색칠한 부분의 넓이를 구하여라.

 

(풀이)

단계 0 1 2 3

색칠한 부분의 넓이 1



×

=


  




× 


×

=






× 


×

=



ㅂ. 5단계에서의 색칠한 부분의 넓이를 예상하여 보고, 한 단계에서 다음 단계로 갈 때 어떤 규칙이 

있는지 말해보자.

 - 색칠한 부분의 넓이는 앞 단계의 넓이에서 3/4 씩 곱해지고 있다. 

ㅅ. 일반화하여 단계에서의 색칠한 부분의 면적을 구하여라.

 - 

개

ㅇ. 단계를 무한히 반복하였을 때, 넓이는 어떻게 되는지 말해보자.

 - 분모가 더 커지므로 0에 가까워진다(
 

∞




 ∞).

  2. 코흐 곡선(Koch curve)

 코흐 곡선은 스웨덴의 수학자 Helgevon Koch(1843~1910)의 이름을 딴 것으로 1904년에 소개되

었다. 평면 위에 선분을 하나 생각하자. 선분을 3등분한 다음에 중간 부분에 처음 주어진 선분의 길

이의 


을 한 변으로 하는 정삼각형을 그리고, 이 정삼각형의 밑변을 지운다. 그러면 길이가 같은 4

개의 선분이 형성된다. 또 다시 이 4개의 선분을 각각 3등분하여 중간 부분에 처음 주어진 선분의 

길이의 


을 한 변으로 하는 정삼각형을 그리고, 이 정삼각형의 밑변을 지운다. 이와 같은 시행을 

무한히 반복하면 코흐 곡선이 만들어진다. 
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단계 0 1 2 3

선분의 개수

단계 0 1 2 3

선분의 길이

[그림 2.2 코흐곡선]

 

<탐구활동>

 ㄱ. 0단계에서 3단계까지 코흐 곡선의 선분의 개수를 세어보자

   

 (풀이)

  

단계 0 1 2 3

선분의 개수 1 ×   ×   ×  

 

 ㄴ. 5단계에서 코흐 곡선의 선분의 갯수를 예상하여 보고 한 단계에서 다음 단계로 갈 때  어떤 규

칙이 있는지 말해보자.

 - 선분의 갯수는 앞 단계의 선분의 갯수에서 4씩 곱해진다.

 ㄷ. 일반화하여 n단계에서의 코흐 곡선의 선분의 개수를 구하여라.

  -   개

 

 ㄹ. 처음 선분의 길이를 1이라 할 때, 0단계에서 3단계까지 코흐 곡선의 선분의 길이를 구하여라.

(풀이)

단계 0 1 2 3

선분의 길이 1 


×  





× 


×  





× 


×  


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 ㅁ. 5단계에서의 코흐 곡선의 선분의 길이를 예상하여 보고 한 단계에서 다음 단계로 갈 때 어떤 

규칙이 있는가?

 - 선분의 길이는 앞 단계의 선분의 길이의 4/3씩 곱해진 값을 얻어진다.

 ㅂ. 일반화하여 n단계에서의 코흐 곡선의 선분의 길이를 구하여라.

 - 

  개

 

 ㅅ. 단계를 무한히 반복하였을 때 선분의 길이를 예상하여 말해보자.

 - 분자가 더 크므로 무한히 커진다( 
 

∞




 ∞ ). 

  3. 코흐 눈송이

 코흐곡선을 한 변으로 하여 정삼각형으로 하였을 때, 눈송이 모양과 같다고 하여 코흐 눈송이라 한

다.

[그림 2.3 코흐 눈송이]

<탐구활동>

 한 변의 길이가 1인 코흐 눈송이의 길이와 넓이에 대하여 생각해 보자.

ㄱ. 코흐 눈송이의 길이와 넓이를 구해보자.

(풀이)

단계 길이 넓이

0 ×   



1 × 


  





× 






2 × 


  


 












×





3 × 


 


 












×


×

 


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ㄴ. 코흐 눈송이의 길이는 한 단계에서 다음 단계로 넘어갈 때 얼마씩 커지고 있는지 말해보자.

 - 코흐 눈송이의 길이는 앞 단계의 


씩 곱해진 값을 얻을 수 있다.

ㄷ. 코흐 눈송이의 넓이는 한 단계에서 다음 단계로 넘어갈 때 얼마씩 커지고 있는지 말해보자.

 - 코흐 눈송이의 넓이는 앞 단계의 


씩 곱해진 값을 얻을 수 있다.

ㄹ. 단계를 무한히 반복한다면 길이와 넓이는 어떻게 나오는지 말해보자.

 - 길이는 늘어나는 비가 1보다 큰 


이므로 값이 계속 커져서 무한대가 되고(
 

∞




 ∞),

   넓이는 늘어나는 비가 1보다 작은 


이므로 값이 0에 가까워진다(수렴한다)(
 

∞




 ∞).

  4. 칸토르 집합(Cantor set)

길이가 1인 선분에서 


부터 


까지의 


을 지우자. 남은 부분에 대해서도 중앙의 


을 지우는 일

을 계속 반복하면 무수히 많은 점들이 남게 되는데, 남게 되는 점들의 집합을 칸토르 집합이라고 한

다.

[그림 2.4 칸토르집합]

<탐구활동>

처음 선분의 길이를 1이라 할 때, 단계를 거듭할 때 각각 생성된 선분의 수와 남아있는 선분의 단위

길이, 그리고 남아있는 선분의 총 길이를 구하여라.

ㄱ. 1~3단계까지 반복하여 선분의 길이, 남아있는 선분의 총길이를 표로 구한다.
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단계 남은 선분의 수
남아있는 선분의 

단위길이

남아있는 선분의 총 

길이

0

1

2

3

단계 남은 선분의 수
남아있는 선분의 

단위길이

남아있는 선분의 

총 길이

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

n

(풀이)

  

단계 남은 선분의 수
남아있는 선분의 

단위길이

남아있는 선분의 총 

길이

0 1 1 1

1 2 


× 


×  



2  


 


× 


× 




3  


 


× 


× 




ㄴ. 5단계에서 칸토르 집합의 ①선분의 개수, ②남아있는 선분의 단위 길이, ③남아있는 선분의 총

  길이를 예상해보고 한 단계에서 다음 단계로 갈 때 어떤 규칙이 있는지 말해보자.

  - ① 칸토르 집합의 선분의 개수는 앞 단계의 2배씩 커진 값을 얻게 된다.

    ② 남아있는 선분의 단위 길이는 앞 단계의 


씩 커진 값을 얻게 된다.

    ③ 남아있는 선분의 총 길이는 앞 단계의 


씩 커진 값을 얻게 된다.

ㄷ. 반복해서 단계를 거듭한다면 어떠한 결과가 나타날 것인지 유추한다.

(풀이)

  

단계 남은 선분의 수
남아있는 선분의 

단위길이

남아있는 선분의 

총 길이

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

n  


 


×⋯×


 



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ㄹ. 단계를 무한히 반복했을 때 남아있는 선분의 총 길이를 구하면 얼마이겠는지 말해보자.

 - 

에서 의 값을 무한히 키운다고 한다면 그 값이 0에 점점 가까이 한다는 것을 알 수 있다. 

따라서 남아있는 선분의 총 길이는 0이다(
 

∞




 ∞).

  5. 시어핀스키 카펫(Sierpinski carpet)

 시어핀스키 삼각형에서 했던 과정을 정사각형을 가지고 시행 한다. 정사각형의 각 변을 3등분하여 

9개의 정사각형을 만든다. 여기에서 가운데 정사각형을 지운다. 이와 같은 시행을 무한히 반복하면 

시어핀스키 카펫이 만들어진다.

[그림 2.5 시어핀스키 카펫]

ㄱ. 0단계에서 3단계까지 색칠한 정사각형의 수를 구하여라.

단계 0 1 2 3

정사각형의 개수

(풀이)

단계 0 1 2 3

정사각형의 개수 1       

ㄴ. 5단계에서 정사각형의 갯수를 예상해보고 한 단계에서 다음 단계로 갈 때 어떤 규칙이 있는지 

말해보자.

- 정사각형의 갯수는 앞 단계의 8씩 곱해진 값을 얻을 수 있다.
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ㄷ. 단계를 반복할수록 정사각형의 갯수는 어떻게 되는지 말해보자.

- 단계를 반복할수록 정사각형의 갯수는 무한대로 커진다.

ㄹ. 0단계에서 넓이를 1이라 할 때, 3단계까지 넓이를 구하여라.

단계 0 1 2 3

정사각형의 넓이

(풀이)

단계 0 1 2 3

정사각형의 넓이 1 





 




ㅁ. 5단계에서 정사각형의 넓이를 예상해보고 한 단계에서 다음 단계로 갈 때 어떤 규칙이 있는지 

말해보자.

- 정사각형의 넓이는 앞 단계의 


배씩 커진 값을 얻을 수 있다.

ㅂ. 단계를 무한히 반복한다면 넓이는 어떻게 되겠는지 말해보자.

- 단계를 무한히 반복할수록 분모가 더 커지므로 0으로 가까워 진다(
 

∞




 ∞).

  6. 맹거 스펀지(Menger sponge)

 시어핀스키 삼각형에서 했던 과정을 3차원에서도 할 수 있다. 정육면체로 시작해서, 그것을 27개의 

작은 정육면체로 나누고 중앙의 정육면체와 함께 처음 정육면체의 각 면의 중앙에 있는 정육면체들

을 빼내는 조작을 단계별로 해가면 맹거스펀지라는 도형을 얻게 된다.

[그림 2.6 맹거스펀지(Menger sponge)]
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 <탐구활동>

ㄱ. 0단계에서 3단계까지 맹거 스펀지의 개수를 구하여라.

단계 0 1 2 3

정육면체의 개수

(풀이)

단계 0 1 2 3

정육면체의 개수 1   =20 -= 

 ㄴ. 5단계에서 정육면체의 개수를 예상해 보고 한 단계에서 다음 단계로 넘어갈 때 어떤 규칙이 있

는지 말하여라.

 - 정육면체의 개수는 앞 단계의 20씩 곱해진 값을 얻게 된다.

 ㄷ. 단계를 반복하여 n단계에서 정육면체의 개수를 구하여라.

 - 개

 ㄹ. 0~3단계 정육면체의 부피를 계산하여라.

단계 0 1 2 3

정육면체의 부피

(풀이)

단계 0 1 2 3

정육면체의 부피 1 





 




 ㅁ. 5단계에서 정육면체의 부피를 예상하여 보고 한 단계에서 다음 단계로 넘어갈 때 어떤 규칙이 

있는지 말하여라. 

 - 정육면체의 부피는 앞 단계의 


씩 곱해진 값을 얻게 된다.

 

 ㅂ. 일반화하여 n단계에서 정육면체의 부피를 구하여라.

 - 

 .

 ㅅ. 단계를 무한히 많이 반복한다면 정육면체의 개수와 부피를 예상하여 보아라.
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 - 정육면체의 개수는 무한개 이고, 정육면체의 부피는 0으로 가깝게 갈 것이다(
 

∞




 ∞).

  7. 대학수학능력시험(2005학년도 ~ 2012학년도)

 대학교육에 필요한 수학 능력으로서의 사고력을 측정하는 발전된 학력고사의 성격을 지니고, 고등

학교 교육과정의 수준과 내용에 맞추어 출제하여 고등학교 교육의 정상화에 기여하며, 신뢰도와 타

당도를 갖춘 시험으로써 공정성과 객관성이 높은 대입 전형자료를 제공하는 데에 목적을 두고 있는 

이 시험은 

 첫째, 학교교육의 정상화에 기여할 수 있도록 고등학교 교육과정의 내용과 수준에 맞추어 출제한

다.

 둘째, 기본 개념과 원리에 충실하고 추리, 분석, 종합 평가 등 고차적인 사고력을 측정하도록 출제

한다. 

 즉, 단순 암기에 의해 해결할 수 있거나 지나치게 복잡한 계산 위주의 문항 출제를 지양하고 계산 

이해, 추론, 문제해결 능력을 평가할 수 있는 문항을 출제하고 국민공통기본교육과정에 속하는 내용

은 간접적으로 관련지어 출제한다는 원칙을 가지고 출제되는 시험이다. 따라서 고등학교 수학Ⅰ 교

재에서 다른 프랙탈 도형을 배운 학생들이 충분히 풀 수 있는 프랙탈 관련 문제들이 2005년 이후 

매년 출제되었다.

무한급수와 관련하여 대학수학능력시험에 출제된 문제들은 부록에서 소개한다.  

  8. 카오스게임

 삼각형에서 세 꼭짓점 중 왼쪽 꼭짓점을 L, 위쪽 꼭짓점을 T, 오른쪽 꼭짓점을 R이라 한다. 주사위

를 던져서 나온 눈의 수로 L, T, R중 한 방향을 결정한다. 삼각형 내부의 임의의 점에서 출발하여, 

주사위로 결정한 꼭짓점을 향해 꼭짓점까지 거리의 1/2을 움직인다. 위치를 점으로 표시하고, 계속

해서 같은 방법으로 움직인다. 이러한 과정을 카오스 게임이라 한다.

< 탐구활동 1 >

ⅰ) 모둠별로 삼각형의 꼭짓점이 표시된 OHP 용지를 준비한다. 이때, 각 모둠의 삼각형 꼭짓점의 

위치가 같아야 한다.

ⅱ) 주사위 눈의 수 1,2는 꼭짓점 , 3,4는 꼭짓점 , 5,6은 꼭짓점 로 정한다.

ⅲ) 삼각형 안에서 임의의 한 점을 잡고, 이 점을 출발점으로 한다.
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ⅳ) 주사위를 굴려 나온 눈의 수에 따라 출발점과 지정된 꼭짓점의 중점을 찍는다. 

ⅴ) 새로 생긴 점을 다시 출발점으로 하여 ⅳ)의 과정을 반복한다.

ⅵ) 100번 정도 반복한 뒤 모든 모둠원의 OHP 용지를 걷어 한꺼번에 겹쳐 본다.

어떤 모양이 나타났는지 말해 보고, 그러한 모양이 나타난 까닭을 친구들과 토의해 본다.

 

[그림3.1] 3회 시행 결과 예시

ㄱ) 1회 시행결과

[그림3.2] 1회 시행결과
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ㄴ) 2회 시행결과

[그림 3.3] 2회 시행결과

ㄷ) 3회 시행결과

[그림 3.4] 3회 시행결과

이와 같은 과정을 반복 시행 한다면 다음과 같은 그림이 얻어진다. 

[그림 3.5] 반복 시행 결과

또한 이를 무한 반복한다면 [그림 1.4]에서 얻은 시어핀스키 삼각형 모양이 된다.
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< 탐구활동2 >

1) 시어핀스키 삼각형의 주어진 단계에서 화면의 모든 작은 삼각형 내부에 도달하기 위해서는 주사

위를 몇 번 던져야 하는지 알아본다

 ㄱ. 다음 표본에서는 시어핀스키 삼각형 2단계에 있는 아홉 개의 삼각형 중에서 가장 먼저 밝아진 

삼각형과 마지막으로 밝아진 삼각형을 말하여라.

L L R R T R L T R L R R R R L T T T L T R R R T

- 첫 번째 밝아진 삼각형은 이고 9번째인 마지막으로 밝아진 삼각형은 이다.

 ㄴ. 위의 표본에서 시어핀스키 삼각형 2단계에서 아홉 개의 삼각형 모두를 밝게 하려면 주 사위를 

몇 번 던져야 하는가?

L L R R T R L T R L R R R R L T T T L T R R R T

 - 24번 던져야 한다.

2) 문자  L, T, R로 주사위의 여섯 면을 나타내는 방법을 통하여 카오스 게임과 확률의 관계를 알

아보자. 

 ㄱ. 시어핀스키 삼각형의 1단계에서 주소가  L, T, R인 세 개의 작은 삼각형, 즉 세 개의 칸이 있

다. 카오스 게임에서 주사위를 한 번 던졌을 때 왼쪽 칸 에 도달할 확률은 얼마인지 말해보자.

 - (주사위 눈이 1 또는 2)이 나올 확률은 1/3이다.

 

 ㄴ. 주사위를 2회 던져서 특정한 2단계 삼각형에 도달할 확률은 얼마인지 말해보자.

 - 주사위를 한번 던졌을 때의 확률이 1/3이므로 2회 던져서 특정한 2단계 삼각형에 도달할 확률은 

   (1/3) × (1/3) = (1/9)이다.

 

 ㄷ. 주사위를 3회 던져서 특정한 3단계 삼각형에 도달할 확률은 얼마인지 말해보자.

 - 주사위를 한번 던졌을 때의 확률이 1/3이므로 3회 던져서 특정한 3단계 삼각형에 도달할 확률은 

   (1/3) × (1/3) × (1/3) = (1/27)이다.

 3) 수형도를 이용하여 칸토어 집합의 점들에 주소를 부여하는 방법을 알아본다. 나무가 칸토어 집

합의 전체 구간에 퍼질 만큼 성장한다고 가정하자. 구간 [0,1]에서 칸토어 집합을 만드는 분할 과정

을 반복하는 수형도의 차원(가지의 수, 뻗는 각도, 길이)을 정한다. 이 나무는 좌우 로 가지를 

뻗으며, 가지의 길이는 이전 단계의 1/3이다.
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 ㄱ. 1단계에서 나무의 높이는 얼마인지 말해보자.

  - 1/3이다.

 ㄴ. 2단계에서 나무의 높이는 얼마인지 말해보자.

  - 

 


 


이다.

 ㄷ. 3단계에서 나무의 높이는 얼마인지 말해보자.

  - 

 





 


이다.

  ㄹ. 단계를 무한히 반복하였을 때 높이는 얼마가 되겠는지 예상하여 보라

  - 

 





⋯ 


, 즉 단계를 무한히 반복하였을 때 높이는 


에 가깝게 간다.

 B. 학습자료에 대한 학생들의 평가 분석

 본 논문의 프랙탈 학습자료를 전남고등학교 2학년 130명에서 제공하여 학생들이 프랙탈 개념을 

이해시키고 각 단계의 선분의 길이, 도형의 개수를 학생들이 추측하도록 하고 단계, 무한단계까지 

추측하도록 하였다. 그 후에 프랙탈 풀이법을 소개하였다. 그 다음 수능 문제와 연계시켜 무한급수 

관련 수능문제를 프랙탈 풀이법으로 풀게 하였다. 이미 교과서를 통하여 무한급수에 대하여 학습하

였던 부분이었음에도 불구하고 학생들은 무한급수에 관한 수능문제를 어려워하였고 프랙탈  풀이법

으로 푸는 과정을 보고 더 쉽게 원리를 이해할 수 있었다고 반응하였다. 학생들의 평가는 프랙탈 이

론이 교과서에 나와 있는 이론과 비슷하다는 소수 의견이 있었지만 교과서와는 다르다는 평가가 지

배적이었으며, 복잡한 기호를 쓰지 않아도 문제가 풀린다는 것을 신기해하면서 호기심을 보였다. 프

랙탈을 이용한 탐구활동이 기존학습과 비교하여 이해도를 묻는 문항에는 비슷하다(64명, 49.23%)와  

도움이 된다(54명, 41.54%)에 많은 학생들이 답을 하였고, 학습 내용 중 기억에 남는 부분이 무엇이

었는가라는 문항에는 코흐곡선(30.21%), 시어핀스키 삼각형(29.17%), 도형의 반복(22.4%), 카오스 

게임(10.94%), 칸토르집합(3.13%) 순으로 답하였다. 

 수업 후 학생들의 반응은 대부분 이러하다.  

‣ 신기함

‣ 연구해볼만하다

‣ 프랙탈의 신비를 잘 알  수 있었다.

‣ 교과과정의 프랙탈에대해  공부하면 머리아플것 같다.

‣ 다양하고 이색적인  프랙탈기하에 대해 접해볼 수 있어서 좋았다.

‣ 재미있는 것 같다.
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‣ 재미있고 신기하다.

‣ 신기했다.

‣ 신기하고 흥미롭다.

‣ 신비하다.

‣ 재미있고 흥미롭다.

‣ 무한급수를 이용하여  문제를 풀어보니 쉽고 재미있다.

‣ 시어핀스키 삼각형에 대해  들어만 보았지 이렇게 직접 문제를 풀고 규칙을 아니 흥미로웠다.

‣ 평소에 자주 접했던  무한급수라는 개념과 함께 적용시켜 내용을 접해볼 수 있어서 흥미롭게 느껴졌

다.

‣ 어렵다

‣ 교과서에서 딱딱하게  배우는 것보다 낫다.

‣ 도움이 될 것 같다.

이상을 정리하면 교과서의 부록 정도로만 접하고 넘어가는 프랙탈에 대한 수업에 신기해하면서도 흥

미를 느끼는 것으로 나타났다. 특히 수학에 흥미를 느끼고 있는 학생들이 도움이 된다는 긍정적인 

답변을 하였고, 반복적이고 규칙적인 프랙탈 기하가 교과서의 이론적인 문제를 해결하고 이해시킬 

수 있다고 생각했다. 또한 단계별 풀이법으로 원리이해가 되지 못한 학생들에게도 큰 도움이 되었

다. 공식으로만 암기하고 지나친 학생들에게 흥미를 유발하였으며, 다만 무한급수 관련 수능기출

문제를 프랙탈 풀이로 함에 있어서 많은 시간이 소요된다는 것과 공식을 활용하여 문제를 풀이하

는 것에 익숙해진 상황에서 프랙탈 기하를 활용한 풀이법이 크게 와 닿지 않는다는 학생들도 간

혹 있었다. 따라서 프랙탈기하를 활용한 수업은 무한급수에 대한 수업이 이루어지지 않은 고등학

교 1학년 학생이라든지 무한급수에 대한 지식이 없는 심화과정의 학습에서 프랙탈 기하를 활용한

다면 무한급수에 대한 흥미를 유발하고 사고력을 키워 나가는데 적절할 것으로 보인다. 
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Ⅳ.  결론 

 프랙탈은 자기닮음의 성질을 지닌 도형으로 본 논문에서는 프랙탈의 이러한 자기닮음성질을 이

용하여 무한단계도형에서 유한단계의 근사치를 구하여 무한등비급수의 합 그리고 프랙탈 도형의 

넓이 및 부피의 합 등, 무한단계의 값을 추정하는 과정을 연구하는데 목적을 두었다. 7차 개정 교

육과정에서는 수학교육의 목표로 수학적 개념, 원리, 법칙을 이해하고, 수학적으로 사고하고 의사

소통하는 능력을 신장하여 여러 가지 문제를 합리적이고 창의적으로 해결하며, 수학의 실용성을 

인식하여 수학에 대한 긍정적 태도를 가지는 것이므로 현 교육과정이 추구하는 목적을 이룰 수 

있다. 

 본 논문에서는 고등학교 수학Ⅰ에서 아주 중요하게 다루어지는 프랙탈 도형을 가지고 탐구활동

을 통하여 학생들 스스로 문제풀이를 할 수 있도록 하는 학습자료를 제시하였다. 또한 무한급수에 

관한 프랙탈 풀이법을 고등학교 2학년 학생들에게 제시하고 설문조사를 한 결과 많은 학생들이 

프랙탈 풀이법에 흥미를 가지며 이해하기 쉽다는 반응을 보였다.(54명, 41.54%)

  

 제 Ⅱ장에서는 프랙탈의 기원 및 성질을 이해하고 중∙고등학교 교과서에 제시되어 있는 프랙탈 도

형들을 살펴보고 교과서를 분석하였다. 중학교 2학년 교과서 닮음단원에서 소개되어 있는 삼각형의 

중점연결 정리에서 더 나아가 시어핀스키삼각형을 제시하여 프랙탈을 이해하도록 하였다. 중학교 3

학년 교과서에서는 피타고라스의 나무를 소개하고 있는 2종의 교과서의 그림을 소개하였다. 프랙탈

을 보다 친근하게 다가서기 위해 교과서에 제시되어 있는 탐구활동을 제시하였다. 그리고 고등학교 

수Ⅰ교과서에서는 프랙탈 기하와 관련한 내용으로 피타고라스의 나무, 칸토르 집합, 코흐 곡선, 코흐

의 눈송이, 수형도, 시어핀스키 삼각형, 맹거 스펀지, 프랙탈 자연현상, 컴퓨터를 활용한 프랙탈 도

형 제작, 페아노 곡선 등 교과서에 수록된 프랙탈 도형들을 표로 제시하여 Ⅲ장에서 소개할 도형들

을 미리 언급하였다. 또한 프랙탈 내용 중 수열의 극한을 소개하여 무한 등비급수에 대한 배경지식

을 설명 하였고, 무한등비급수와 프랙탈의 관계를 설명하였다.  

제 Ⅲ장에서는 대표적인 프랙탈 도형들을 소개하고 프랙탈 학습 자료를 제시하고 있다. 또한 대학 

수학 능력 시험에 출제되었던 문제 중 프랙탈 관련 문제들을 소개하여 프랙탈을 이용하여 무한수열

과 극한 개념을 학생들이 쉽게 이해할 수 있도록 탐구활동을 구성하였다. 그리고 카오스 게임을 시

어핀스키 삼각형과 연관 지으며 유한 번 시행했을 때의 위치를 나타내보고 무한 번 반복하였을 때 

그림을 추측하도록 하였다. 그리하여 공식에 의한 문제풀이에서 벗어나 무한급수 내용을 이해할 수 

있도록 하였다. 즉 프랙탈 도형 소개와 프랙탈과 무한수열의 관계를 탐구하는 내용에 초첨을 두었

다. 이처럼 식만을 써서 풀이하는 전형적인 문제풀이에서 벗어나 프랙탈 그림을 보고 각 단계로부터 

일반적인 단계까지의 결과를 유추하여 문제풀이를 하는 탐구활동을 강조하였다. 

학생들이 프랙탈 도형으로부터 수학의 아름다움을 느끼고 수학적 호기심을 키우며 이러한 탐구활동

으로 보다 쉽게 무한급수를 이해할 수 있도록 하였다. 
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김해경 외 8인. 고등학교 수학 1. 더텍스트.

박영훈 외 5인. 중학교 수학 2. 천재문화.

박윤범 외 3인. 중학교 수학 2. 도서출판 디딤돌.

송근화 외 5인. 중학교 수학 2. 새롬교육.

양승갑 외 7인. 고등학교 수학 1. 금성출판사.

유무하 외 4인. 고등학교 수학 3. 발명사.

유희찬 외 8인. 중학교 수학 3. (주)미래엔 컬처그룹.

유희찬 외 12인. 고등학교 수학 1. (주)미래엔 컬처그룹.

이만금 외 3인. 고등학교 수학 1. 고려출판.

이준열 외 9인. 고등학교 수학 1. 천재교육.

정창현 외 4인. 중학교 수학 2. 대교.

최용준 외 9인. 고등학교 수학 1. 천재교육.

황석근 외 12인. 고등학교 수학 1. 교학사.

황선욱 외 12인. 고등학교 수학 1. 좋은책 신사고.
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Ⅴ. 부록

[부록1] 무한급수 관련 대학수학능력시험 기출문제

1. 2005 수능 인문계 (25번 문제)

25. 아래 그림과 같이 한 변의 길이가 1인 정사각형에서 한 변의 길이가 


인 정사각형을 잘라낸 

후 남은 모양의 도형을 이라 하자. 한 변의 길이가 


인 정사각형에서 한 변의 길이가 


인 

정사각형을 잘라낸 후 남은  모양의 도형 2개를 의 위쪽 두 변에 각각 붙인 도형을 라 하

자. 한 변의 길이가 


인 정사각형에서 한 변의 길이가 


인 정사각형을 잘라낸 후 남은  모

양의 도형 4개를 의 위쪽 네 변에 각각 붙인 도형을 이라 하자. 이와 같은 과정을 계속하여 얻

은 번째 도형을 이라 하고 그 넓이를 이라 하자. lim
→∞
 


라 할 때,  의 값을 구하시

오.(단, 와 는 서로소인 자연수이다.) 

[그림 4.1] 2005 수능 인문계 - 25
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(탐구활동)

ⅰ) 의 값을 구하여라.

 -    

 



ⅱ) 위쪽 두 변에 각각 붙인 도형의 넓이는 어떻게 변화하고 있는가?

 - (위쪽에 붙인 도형의 넓이) = ×


 


 = 


.

 즉,  


의 비로 축소되고 있다.

ⅲ) 구하고자 하는 넓이의 합을 구하여라.

 - 구하고자 하는 넓이의 합을 라 하면    

 


,  


  


,    


.

ⅳ)  의 값을 구하여라.

 -   

 


,  ∴   = 13.

2. 2006 수능 인문계 (15번 문제)

15. 그림과 같이 원점 와 점  을 이은 선분 을 반지름으로 하고, 중심각의 크기가 인 

부채꼴 을 그린다. 점 에서 축에 내린 수선의 발을 라 하고, 반지름이 선분 이고 

중심각의 크기가 인 부채꼴   를 그린다. 점 에서 축에 내린 수선의 발을 이라 하고, 

반지름이 선분 이고 중심각의 크기가 인 부채꼴 을 그린다. 이와 같이 시계 방향으로 

축과 축에 번갈아 수선의 발을 내리는 과정을 계속하여 얻은 부채꼴 의 호 의 길이를 

이라 하자. 
  

∞

 일 때, sin의 값은?(단,     


이다.) 
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[그림 4.2] 2006 수능 인문계 - 15

(탐구활동)

ⅰ) 의 길이를 구하여라. 

- 반지름의 길이를 이라 하고, 중심각을 라 할 때 호의 길이를 구하면 이다.

ⅱ) sin는 무엇을 의미하는지 말하여라.

 - 부채꼴의 호의 길이의 비를 의미한다.

ⅲ) 호의 길이의 총합을 라 할 때 식을 세워라.

 - 호의 길이의 비를 라 하면,   이다. 그런데 호의 길이의 총합이 이므로  대입하면 

  × ,    


. 

ⅳ) sin의 값을 구하여라.

- 


.



- 33 -

3. 2007 수능 인문계 (17번 문제)

17. 아래와 같이 직각을 낀 두 변의 길이가 1인 직각 이등변삼각형이 있다. 이 직각이등변삼각형

의 빗변에 2개의 꼭지점이 있고, 직각을 낀 두 변에 나머지 2개의 꼭지점이 있는 정사각형에 색

칠하여 얻은 그림을 이라 하자. 그림 에 합동인 2개의 직각이등변삼각형의 각 빗변에 2개의 꼭

지점이 있는 2개의 정사각형에 색칠하여 얻은 그림을 라 하자. 그림 에서 합동인 4개의 직각 

이등변삼각형의 각 빗변에 2개의 꼭지점이 있고, 직각을 낀 두변에 나머지 2개의 꼭지점이 있는 4개

의 정사각형에 색칠하여 얻은 그림을 이라 하자. 이와 같은 과정을 계속하여 번째 얻은 그림 

에 색칠되어 있는 모든 정사각형의 넓이의 합을 이라 할 때, lim
→∞
의 값은?  

[그림 4.3] 2007 수능 인문계 - 17

(탐구활동)

ⅰ)  의 넓이를 구하여라.

 - 그림 에서   


∆  




∙ ∙ 


이다.

 이제 프랙탈의 자기 닮음과 자기 순환을 이용하여 넓이의 합을 구해보자. 두 도형   과 를 나

란히 놓고 보면 도형 의 모양이 그대로 축소되어 의 양쪽에 놓여 있는 것을 확인할 수 있다. 

ⅱ)  에서 로 축소된 비율과 개수를 구하여라.
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 - 축소된 비율은 


이고 개수는 2개이다. 

ⅲ)  에서 로 축소된 비율과 개수를 구하여라.

 - 같은 방법으로 , 를 나란히 놓고 보면 도형 의 모양이 그대로 축소되어 도형 의 양쪽

에 놓여 있고, 이때 축소된 비율은 


, 개수는 2개이다.

ⅳ) 구하고자 하는 넓이를 구하여라.

- 닮음비가 


이므로 넓이의 비는 


이고, 개수가 2배로 증가하므로 두 도형 사이의 늘어난 넓이

의 비는 


가 된다. 결국,   

 


 →     


를 구할 수 있다. 

4. 2008 수능 인문계 (17번 문제)

17. 아래와 같이 가로의 길이가 6이고 세로의 길이가 8인 직사각형 내부에 두 대각선의 교점을 

중심으로 하고, 직사각형 가로 길이의 


을 지름으로 하는 원을 그려서 얻은 그림을 이라 하자. 

그림 에서 직사각형의 각 꼭지점으로부터 대각선과 원의 교점까지의 선분을 각각 대각선의 교점

을 중심으로 하고, 새로 그려진 직사각형 가로 길이의 


을 지름으로 하는 원을 그려서 얻은 그림을 

라 하자. 그림 에 있는 합동인 4개의 직사각형 각각에서 각 꼭지점으로부터 대각선과 원의 교

점까지의 선분을 각각 대각선으로 하는 4개의 직사각형을 그린 후, 새로 그려진 직사각형 내부에 두 

대각선의 교점을 중심으로 하고, 새로 그려진 직사각형 가로 길이의 


을 지름으로 하는 원을 그려

서 얻은 그림을 이라 하자. 이와 같은 과정을 계속하여 번째 얻은 그림 에 있는 모든 원의 

넓이의 합을 이라 할 때,  lim
→∞
의 값은?(단, 모든 직사각형의 가로와 세로는 각각 서로 평행하

다.)
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[그림 4.4] 2008 수능 인문계 -17

(탐구활동)

ⅰ) 의 넓이를 구하여라.

   - 그림 에서   

×× 


  이다.

이제 프랙탈의 자기 닮음과 자기 순환을 이용하여 넓이의 합을 구해보자. 두 도형   과 를 나란

히 놓고 보면 도형 의 모양이 그대로 축소되어 의 양쪽에 놓여 있는 것을 확인할 수 있다. 

ⅱ) 에서 로 축소된 비율과 개수를 구하여라.

 - 축소된 비율은 


이고 개수는 4개이다. 

ⅲ)  에서 로 축소된 비율과 개수를 구하여라.

 - 같은 방법으로 , 를 나란히 놓고 보면 도형 의 모양이 그대로 축소되어 도형 의 양쪽

에 놓여 있고, 이때 축소된 비율은 


이고 개수는 4개이다. 

ⅳ) 구하고자 하는 넓이를 구하여라.

 - 닮음비가 


이므로 넓이의 비는 


이고, 개수가 4배로 증가하므로 두 도형 사이의 늘어난 넓이

의 비는 


이 된다. 

  결국,   

 →     


를 구할 수 있다. 
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5. 2009 수능 인문계 (14번 문제)

14. 좌표평면에 원    
   이 있다. 그림과 같이 원점에서 원 에 기울기가 양수인 접

선 을 그었을 때 생기는 접점을 이라 하자. 중심이 직선 위에 있고 점 을 지나며 축에 접하

는 원을 라 하고 이 원과 축의 접점을 라 하자. 중심이 축 위에 있고 점 을 지나며 직선 

에 접하는 원을 이라 하고 이 원과 직선 의 접점을 이라 하자. 중심이 직선 위에 있고 점 

을 지나며 축에 접하는 원을 라 하고 이 원과 축의 접점을 라 하자. 이와 같은 과정을 계

속할 때, 원 의 넓이를 이라 하자. 
  

∞

의 값은?(단, 원   의 반지름의 길이는 원 의 반

지름의 길이보다 작다.)

[그림 4.5] 2009 수능 인문계 - 14

(탐구활동)

ⅰ)  의 넓이를 구하여라.

 -      이다.

ⅱ) 의 길이를 구하여라. 

 - 
   

ⅲ) 원 의 중심을 이라 하고 원 의 중심을 라 할 때, 길이의 비를 구하여라.

 - ∆  과 ∆  는 닮음이므로 

 
가 성립한다.

   따라서  
  


이다.
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ⅳ) ⅲ)에서 넓이의 비는 얼마이겠는가?

 - 넓이의 비는 길이의 비의 제곱이므로   


  =   


이다.

ⅴ) 구하고자하는 넓이의 합을 구하여라.

 - 축소되는 비율이 


이므로,    

  →    


.

6. 2010 수능 인문계 (15번 문제)

15. 그림과 같이 원점을 중심으로 하고 반지름의 길이가 3인 원 을 그리고 원 이 좌표축과 만

나는 네 점을 각각  ,   ,  ,  이라 하자. 두 점 , 을 모두 지나고 

두 점 , 을 각각 중심으로 하는 두 원이 원 의 내부에서 축과 만나는 점을 각각 , 라 

하자. 호 와 호 로 둘러싸인 도형의 넓이를 , 호 와 호 로 둘러싸인 

도형의 넓이를 이라 하자. 이와 같은 과정을 계속하여 번째 얻은 호 과 호  으

로 둘러싸인 도형의 넓이를  , 호 과 호   으로 둘러싸인 도형의 넓이를 이라 

할 때, 
  

∞

  의 값은? 

[그림 4.6] 2010 수능 인문계 - 15

(탐구활동)
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ⅰ) 과 을 비교하여라.

 - 원 의 반지름의 길이는 3이고 부채꼴 의 반지름의 길이는

  
 이므로   . 

ⅱ)   + 의 넓이를 구하여라.

 -     = 

×(원 의 넓이)-{(부채꼴 의 넓이)-(삼각형 의 넓이)}

             = 

× 


×  


× 

             = 9 이므로

    ∴   .

ⅲ)  , 
의 값을 구하여라.

 - 

   ,

    
 ×
       .

ⅳ) 원 의 반지름의 길이를 구하여라.

 - 
 


×      .

ⅴ)   과  의 비를 구하여라. 

 - 두 원 과   의 반지름의 길이의 비가 
  

  이므로 넓이의 비는 

     이다.

ⅵ) 넓이의 총합을 구하여라.

 - 넓이의 총합을 라 하면      ,   


  .

7. 2011 수능 인문계 (10번 문제)

10.  , 
 인 직사각형 이 있다. 그림과 같이 선분 의 중점을 이라 
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하고, 선분 위에 ∠ ∠   . ∠  가 되도록 두 점 , 를 

정한다. 삼각형 의 넓이와 삼각형 의 넓이의 합을 이라 하자. 사각형 가 

 
인 직사각형이 되도록 그림과 같이 두 점 , 를 정한다. 선분 의 중점을 

라 하고, 선분 위에 ∠ ∠   , ∠  가 되도록 두 점 . 

을 정한다. 삼각형 의 넓이와 삼각형 의 넓이의 합을 라 하자. 이와 같은 과정을 

계속하여 얻은 에 대하여 
  

∞

의 값은?

[그림 4.7] 2011 수능 인문계 - 10

(탐구활동)

ⅰ) 의 길이와 의 길이를 구하여라.

  -   , 


.

ⅱ) 의 길이를 구하여라.

  -  



ⅲ) 의 넓이를 계산하여라.

 -   ×

×


× 


.

ⅳ) 넓이는 얼마의 비율로 축소되고 있는가?
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 - 그림에서 나타나는 직사각형들은 모두 닮음이므로 길이는 


의 비로 축소되고 있다.

  따라서의 넓이의 비는 


의 비로 축소된다.

ⅴ) 구하고자 하는 넓이의 합을 구하여라.

 - 구하고자 하는 넓이를 라 하자.

  첫 번째 도형의 넓이가 


이고,  넓이는 


의 비로 축소되고 있으므로 식을 세우면 

   


 


.   


  


.    ∴ 


.

8. 2012 수능 인문계 (14번 문제)

14. 반지름의 길이가 1인 원이 있다. 그림과 같이 가로의 길이와 세로의 길이의 비가 3:1인 직사

각형을 이 원에 내접하도록 그리고, 원의 내부와 직사각형의 외부의 공통부분에 색칠하여 얻은 그

림을 이라 하자. 그림 에서 직사각형의 세 변에 접하도록 원 2개를 그린다. 새로 그려진 각 원

에 그림 을 얻는 것과 같은 방법으로 직사각형을 그리고 색칠하여 얻은 그림을 라 하자. 그림 

에서 새로 그려진 직사각형의 세 변에 접하도록 원 4개를 그린다. 새로 그려진 각 원에 그림 

을 얻는 것과 같은 방법으로 직사각형을 그리고 색칠하여 얻은 그림을 이라 하자. 이와 같은 과

정을 계속하여 번째 얻은 그림 에서 색칠된 부분의 넓이를 이라 할 때, lim
→∞
의 값은?

[그림 4.8] 2012 수능 인문계 - 14

(탐구활동)

ⅰ) 을 구하여라.
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A

B C

2



삼각형 ABC에서 AC가 지름이므로 2

AB라 하면 BC 이므로 피타고라스의 정리에

의하여    ∴  



     S
  


.

ⅱ) 넓이의 비는 어떻게 변화하고 있는지 말해보자.

닮은 모양이 계속 나온다.

원의 지름의 비율이 닮음비가 된다.

두 번 째 원의 지름이 그림의 AB의 길이와 같으므로

   닮음비  


   



   넓이의 비  



그런데 2개씩 생기므로 넓이는 


의 비율로 감소한다.

ⅲ) 구하고자 하는 넓이의 합을 구하여라.

 - 이  


이고 넓이는 


의 비율로 감소하므로 식을 세우면

         

 


 ,     


   


,    ∴  


 


.

[부록2] 프랙탈 관련 설문지
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프랙탈 개념 학습에 대한 설문지

1. 수학 과목을 좋아하십니까?

 ① 매우 좋아한다.           ② 좋아한다.                 ③ 보통이다.

 ④ 별로 좋아하지 않는다.    ⑤ 전혀 좋아하지 않는다. 

2. 무한 급수에 대해 배운적이 있습니까? 

 ① 배운 적이 있고 잘 이해하고 있다.   

 ② 배운 적이 있으나 이해되지 않는다.   

 ③ 들어본 적이 있지만 배운 것 같지 않다.

 ④ 배운 적이 없다.     

 ⑤ 전혀 들어본 적이 없다. 

3. 프랙탈을 이용한 탐구활동이 기존학습과 비교하여 이해도에 도움이 되었습니까?

 ① 도움이 된다.                 

 ② 비슷하다.                 

 ③ 도움이 되지 않는다.

4. 학습 내용 중 기억에 남는 부분은 무엇이었습니까? 있는 대로 ○표 하세요.

 ① 도형의 반복

 ② 시어핀스키 삼각형

 ③ 코흐곡선

 ④ 카오스 게임

 ⑤ 칸토르집합

5. 프랙탈 기하에 대해 느끼는 점을 적어보세요.

[부록3] 프랙탈 관련 설문지 통계
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프랙탈 개념 학습에 대한 설문지 통계

1. 수학 과목을 좋아하십니까?

 ① 매우 좋아한다. (19명, 14.62%)         

 ② 좋아한다. (30명, 23.08%)

 ③ 보통이다. (47명, 36.15%)

 ④ 별로 좋아하지 않는다. (22명, 16.92%)

 ⑤ 전혀 좋아하지 않는다. (12명, 9.23%) 

2. 무한급수에 대해 배운적이 있습니까? 

 ① 배운 적이 있고 잘 이해하고 있다. (64명, 49.23%)  

 ② 배운 적이 있으나 이해되지 않는다. (51명, 39.23%)

 ③ 들어본 적이 있지만 배운 것 같지 않다. (8명, 6.15%)

 ④ 배운 적이 없다. (1명, 0.77%)

 ⑤ 전혀 들어본 적이 없다. (5명, 3.85%)

 ※ 무응답 (1명, 0.77%) 

3. 프랙탈을 이용한 탐구활동이 기존학습과 비교하여 이해도에 도움이 되었습니까?

 ① 도움이 된다. (54명, 41.54%)                

 ② 비슷하다. (64명, 49.23%)

 ③ 도움이 되지 않는다. (12명, 9.23%)

4. 학습 내용 중 기억에 남는 부분은 무엇이었습니까? 있는 대로 ○표 하세요.

 ① 도형의 반복 (43명, 22.4%)

 ② 시어핀스키 삼각형 (56명, 29.17%)

 ③ 코흐곡선 (58명, 30.21%)

 ④ 카오스 게임 (21명, 10.94%)

 ⑤ 칸토르집합 (6명, 3.13%)

 ※ 무응답 (8명, 4.17%)

5. 프랙탈 기하에 대해 느끼는 점을 적어보세요.

  - 신기함

  - 연구해볼만하다

  - 프랙탈의 신비를 잘 알  수 있었다.

  - 교과과정의 프랙탈에 대해  공부하면 머리 아플 것 같다.

  - 다양하고 이색적인 프랙탈 기하에 대해 접해볼 수 있어서 좋았다.

  - 재미있는 것 같다.
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  - 재미있고 신기하다.

  - 신기했다.

  - 신기하고 흥미롭다.

  - 신비하다.

  - 재미있고 흥미롭다.

  - 무한급수를 이용하여 문제를 풀어보니 쉽고 재미있다.

  - 시어핀스키 삼각형에 대해 들어만 보았지 이렇게 직접 문제를 풀고 규칙을 아니 흥미로웠다.

  - 평소에 자주 접했던 무한급수라는 개념과 함께 적용시켜 내용을 접해볼 수 있어서 흥미롭게 

     느껴졌다.

  - 어렵다.

  - 교과서에서 딱딱하게 배우는 것보다 낫다.

  - 도움이 될 것 같다.
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