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ABSTRACT

Properties of isoparametric curve

of quadratic F-Bezier curve

                           Park, Hae Yeon

                           Advisor : Prof. Ahn, Young Joon, Ph.D.

                           Major in Mathematics Education

                           Graduate School of Education, Chosun University

 In this thesis, we consider isoparametric curves of quadratic F-Bezier 

curves. F-Bezier curves unify C-Bezier curves whose basis is 

sin  cos    and H-Bezier curves whose basis is sinh  cosh   . 

Thus F-Bezier curves are more useful in Geometric Modeling or 

CAGD(Computer Aided Geometric Design). We derive the relation of 

quadratic F-Bezier curves and quadratic rational Bezier curves. We also 

obtain the geometric properties of isoparametric curve of the quadratic 

F-Bezier curves at both end points and prove the continuity of the 

isoparametric curve.

Key Words :  F-Bezier curve, quadratic rational Bezier curve, isoprametric

curveofquadraticF-Beziercurve.
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이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선의 성질에 관한 연구

Properties of isoparametric curve of quadratic F-Bezier curve

제1장 소개

 원뿔 곡선(Conic section curve)은 지금까지 알려진 곡선 유형들 중에 가장 주목

받는 곡선이다[1]. 오늘날, 원뿔곡선은 항공기 산업의 중요한 설계 도구이며, 또한 

글꼴 디자인 분야에 사용된다. 원뿔곡선은 이차유리 베지에(quadratic rational 

Bezier curve)로 표현가능하며, 사실상 동일한 곡선이다. 이차 유리 베지에 곡선의 

차수를 높여서 고차의 유리 베지에 곡선을 표현할 수 있으며, 

CAD/CAM(Computer Aided Design/Computer Aided Manufacturing), Computer 

Vision 등에 매우 다양하게 쓰이고 있다. 유리 베지에 곡선은 타원, 원, 쌍곡선은 

표현할 수 있지만, 나선이나 사이클로이드(cycloid)는 표현할 수 없다. 그런 이유로 

개발된 곡선이 바로 C-베지에 곡선이다.

 C-베지에 곡선은 타원, 나선[4], 사이클로이드는 정확하게 표현할 수 있는 장점

이 있지만[3], 쌍곡선과 현수선은 정확하게 표현할 수는 없다. 반면에 H-베지에 

곡선은 쌍곡선과 현수선은 정확하게 표현할 수 있지만[2], 타원, 나선, 사이클로이

드는 정확하게 표현할 수 없다. 그래서 두 곡선을 통합한 기저를 사용하는 F-베지

에 곡선족이 제안된 것이다[8]. F-베지에 곡선은 원호(또는 타원), 원기둥, 나선, 

사이클로이드, 쌍곡선, 현수선 등을 정확하게 표현할 수 있다. 그래서 F-베지에 곡

선은 공학 분야에서 곡선과 곡면을 구성하는데 있어 C-베지에 곡선과 H-베지에 

곡선보다 더 유용할 뿐 아니라 두 곡선의 성질을 거의 다 가지고 있다.

 차수 의 F-베지에 곡선[8]은 세 종류의 곡선족이 통합된 곡선으로 ∈   

인 경우 sin  cos   ⋯  를 기저로 사용하는 C-베지에 곡선[4,5,6,7]으로 

정의되고, ∈ ∞인 경우 sinh  cosh   ⋯ 를 기저로 하는 H-베지에 

곡선[2,4]으로 정의되며,  일 때는 차수 의 베지에 곡선으로 정의된다. 그 중 

우리는 이차 F-베지에 곡선을 중심으로 연구할 예정이다.

  이차 F-베지에 곡선은 ∈   에 대하여 각각의     에 따라 원뿔 곡선

을 표현한다. 이차 유리 베지에 곡선 역시 ∈    에 대하여 각각의  ∈ℝ에 

따라 원뿔 곡선을 표현한다.

 F-베지에 곡선은 ∈    에 대하여 고정된 값에 따라 곡선이 표현되는데, 여기

에서 우리는 반대로 ∈  ∞에 대하여 고정된 에 따라 곡선이 표현되는 F-

베지에 곡선의 등매개변수(isoparametric) 곡선에 대해 관심을 갖게 되었다. 특히 
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이를 이차 유리 베지에 곡선의 등매개변수 곡선과 비교해보면, 이차 유리 베지에 

곡선은 ∈ℝ에 대하여 각각의   ≤ ≤ 에 따라 직선으로 표현된다. 반면에 

이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선은 직선이 아닌 곡선의 형태로 표현된다. 

우리는 이러한 차이에 관심을 갖고 이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선에 대한 

연구 할 예정이다.

 이 논문은 2장에서는 기존에 연구된 내용을 바탕으로 베지에 곡선, 특히 이차 유

리 베지에 곡선과 F-베지에 곡선에 대한 정의와 성질들에 대한 연구내용이 제시될 

것이다. 3장에서는 같은 공간상에서 표현되는 이차 유리 베지에 곡선과 이차 F-베

지에 곡선이 같은 곡선을 표현하는 조건과 이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선

이 갖는 성질들에 대한 연구내용이 제시될 것이다.
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제2장 예비 지식 (기초 지식)

제1절 이차 유리 베지에 곡선 (표준형)

이차 베지에 곡선  의 일반형은 다음과 같다.

  
 

  
  , ∈    .

여기에서      ∈ℝ
은 이차 베지에 곡선  의 제어다각형(control polygon)

의 제어점이고, 
    는 차의 번스타인 다항함수 (Bernstein 

Polynomial)이며,  여기에서   


이다. 이차 베지에 곡선  의 번스타

인 다항함수를 다시 써보면 다음과 같다. (그림 2-1 참고)

  
   , 

  , 
  .

 이차 베지에 곡선  가 갖는 주요한 특징은 다음과 같다.

 (1) 곡선  는 항상 양 끝 제어점을 지난다.

     ,    

 (2) 곡선  의 번스타인 다항함수는 대칭적이다.


 

 

 따라서 두 제어 다각형      와      는 같은 곡선을 나타낸다.

 (3) ∈    에 대한 곡선   위의 모든 점은 제어다각형      의 볼록 껍질

(convex hull)안에 들어간다.      의 볼록 껍질이란 모든 제어점      을 

포함하는 가장 작은 볼록 집합을 말한다.

 (4) 곡선  는 에 대하여 미분 가능하다. 따라서 우리는 다음과 같은 식을 얻

을 수 있다.




               

                                       
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 ∈    이므로 시작점과 끝점에서 

 값을 각각 구해보면 다음과 같다.




       , 


       

 즉, 곡선  의 시작점에서 접선벡터의 방향은     방향과 같고, 끝점에서 접선

벡터의 방향은     방향과 같다.

 (5) 곡선  의 제어점      가 일직선상에 있는 경우, 곡선  는 직선으로 

표현된다.

 차의 베지에 곡선은  … 
을 기저로 하는데 이러한 기저대신 선형 매개변

수 변환을 통하여 다양한 기저를 갖는 베지에 곡선이 연구되었다. 그 중에서도 우

리는 원뿔곡선을 표현할 수 있는 유리 베지에 곡선에 주목하였고 특히 이차 유리 

베지에 곡선을 중심으로 연구할 예정이다.

그림 2-1. 이차 베지에 곡선  의 번스타인 다항함수 
 

 


 이차 유리 베지에 곡선 의 일반형은 다음과 같다. 
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



 




  

  
 

, ∈     .

 여기에서      ∈ℝ
은 제어점이고,   은 각각의 제어점에 대응하는 

가중치(weight)라 한다. 
 는 차의 번스타인 다항함수이다.

 이를 곡선의 모양은 변화시키지 않고 유리 선형 매개변수 변환을 통해 가중치 값

들을 변화시켜    로 만들어주면 우리는 이차 유리 베지에의 표준형을 얻

을 수 있다. 이차 유리 베지에 곡선 의 표준형은 다음과 같다. 


 





  

   
 

 여기서  







이다. 

 특히 우리는 이 논문에서 이차 유리 베지에 곡선 의 표준형을 중심으로 연구

할 예정이다.

 이차 유리 베지에 곡선 에서    
 를 어깨점이라 하고, 어깨점 에서의 탄

젠트 벡터는    와 평행하다. 또한 

   
이라 하면 동일선상의 세 점 

    에 대하여 다음이 성립한다. 

  

 

 이차 유리 베지에 곡선 가 갖는 여러 가지 특징은 다음과 같다[1].

 (1) 의 값에 따라 곡선 의 원뿔곡선 종류를 결정할 수 있다.

 원뿔곡선 의 가중치  대신에 를 대입해주면 우리는 원뿔곡선 의 여

부분(complementary segment)  , ∈   를 얻을 수 있다. (그림2-2 참조. 

점선은 원뿔곡선 이고, 실선은 여부분  이다.)
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그림 2-2.   


일 때 곡선 와 의 여부분  

 이러한 여부분  의 분모를 라 하면 ∈    에서  을 만족하는 

를 특이점(singularities)이라 한다. 실수인 특이점은 최대 두 개이며 특이점의 개수

에 따라 의 원뿔 곡선 종류를 결정 할 수 있다.  를 만족하는 실근 를 

구해 보면 다음과 같다.

 
 


        

    



±  

 따라서 의 범위에 따른 특이점의 개수와 의 원뿔 곡선 종류를 정리해 보면 

다음과 같다. (보다 자세한 설명은 [1]을 참조) 

 특이점이 없다 ⇔    ⇔ 는 타원

 특이점이 두 개 ⇔    ⇔ 는 쌍곡선 

 특이점이 한 개 ⇔    ⇔ 는 포물선 
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그림 2-3. 가중치 의 범위에 따른 곡선 의 형태

 (2) 실제 곡선 는 또 다른 매개변수   를 가지고 있다.   에 대하여 

    

라 정의하자. 곡선  는 각각의 에 대하여 곡선 의 등매개변수 곡선

(isoparametric curve) 이다.

곡선  를 정리해보면 다음과 같다.

  

 

 
 


   

   
  

                           
      



  
        

  

                           
       



  
   

       
 
  

 따라서 곡선  는 각각의 에 대하여 에 상관없이  을 지나고 벡터 
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 
       



  
   

      
 

방향으로 움직이는 직선이다. 

그림 2-4. ∈ℝ에 대한  

  …(왼쪽부터)일 때의 곡선  

 (3) 제어다각형      의 모든 점 에 대하여  으로 표현할 수 

있다. 여기에서     이다. 이때,  를 의 베리센트릭 좌표

(barycentric coordinates)라 부른다.

  제어다각형      의 모든 점 는 유리 베지에 곡선 로 표현될 수 있고, 

그러한 표현은 유일하기 때문에  의 계수를 비교하면 다음과 같다.

                               

 
, 


 

,

                                


 여기서   


 
이다. 따라서 점  를 지나는 이
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차 유리 베지에 곡선 의 가중치 는 
    을 만족한다.

 (4) 원을 그릴 수 있다. 

 각 를 갖는 원호에 대하여 제어점은 다음과 같다.

                                ,

                                tan
 ,

  cos sin  . 

 이때 가중치는 cos ′  ′ ∠    이다.

  


일 때의 원호를 표현해 보면 다음과 같다.(그림 2-5) 파란색 선은 반지름의 

길이가 1인 원을 나타낸 것이고, 빨간색 선은 곡선 로 표현한 원호이다.

그림 2-5. 곡선 로 표현한  


일 때의 원호
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(5) 타원을 그릴 수 있다. 

 타원cossin ≦  ≦  에서  임의의 각 에 대한 제어점은 다음과 같다. 

  cos  sin  ,

  cos  sin  tan
   sin  cos  tan

  ,

  cos  sin  .

 이 때 가중치는   cos
   이다.

  


  


     일 때 타원을 표현해 보면 다음과 같다.(그림 2-6) 

파란색 선은 장축의 길이가 , 단축의 길이가 인 타원을 나타낸 것이고, 빨간색 선

은 곡선 로 표현한 타원이다.

그림 2-6. 곡선 로 표현한  


  


     일 때의 타원
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제2절 F-베지에 곡선

 차수 의 F-베지에 곡선[8]은 세 종류의 곡선족이 통합된 곡선으로 ∈   

인 경우 sin  cos   ⋯  를 기저로 사용하는 차수 의 C-베지에 곡선

[4,5,6,7]으로 정의되고, ∈  ∞인 경우 sinh  cosh  ⋯  를 기저로 하

는 차수 의 H-베지에 곡선[2,4]으로 정의되고,  일 때는 차수 의 베지에 

곡선으로 정의된다. 

 자연수 ≥에 대하여 제어점     ⋯      이 주어졌다고 하면, 임의로 선

택된 실수값      ∞에 대하여, 차수 의 매개변수 를 갖는 F-베지에 

곡선 가 다음과 같이 정의 된다

 
  



  ≤ ≤ .

 여기서,    ≤ ≤ 는 다음의 재귀방정식에 의해 정의된다.

   ∞    acos sin    ,

  









sin 
sin  

     

sinh 
sinh  

  

   

,

                            

이고 

             




    ≤ ≤  ≤ ,

                 

    
 ≤ ≤ ,

       

    
   

   
≤ ≤   ≤ ,

                 

     
≤ .
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   일 때, 즉 이차 F-베지에 곡선 의 기저함수를 다시 쓰면 다음과 같다.

 









cos  

cos  
     

cosh  

cosh   
  

   

,

                          ,

                             .

그림 2-7.   


일 때 이차 F-베지에 곡선 의 기저함수

   일 때, 즉 삼차 F-베지에 곡선 의 기저함수를 다시 쓰면 다음과 같다.
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  









sin  

sin    
     

sinh  

sinh    
  

   

,

      ,

   









sin  

sin    sin  


sin   cos

sin   cos  sin  sin  
     

sinh  

sinh    sinh  


sinh   cosh 

sinh   cosh   sinh  sinh  
  

   

,

      .

 F-베지에 곡선은 C-베지에 곡선과 H-베지에 곡선의 통합된 기저를 사용하기 때문에 

두 베지에 곡선이 갖는 특징을 거의 가지고 있는데 그 중 이차 F-베지에 곡선이 갖는 

주요한 특징 몇 가지를 살펴보면 다음과 같다. 

 (1)      ≡ .

 (2)   ≥      .

 (3) 대칭성 : 같은 에 대하여, 다른 매개변수변환을 하더라도      와      

모두 같은 F-베지에 곡선 를 나타낸다.

           ≡          ,   ≤  ≤   

 (4) 기하학적 불변성 : F-베지에 곡선 의 모양은 좌표 선택에서 독립적이다.

 (5) 볼록껍질(convex hull) 성질 : F-베지에 곡선   전체 부분은 반드시      

에 걸친 제어 다각형 안에 있다.
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 특히 우리는 이차 F-베지에 곡선을 중심으로 연구할 예정이다.

그림 2-8. ∈   에 대한 

            (아래쪽부터)일 때의 

이차 F-베지에 곡선 



- 15 -

제3장 연구 결과

제1절 이차 유리 베지에 곡선과 이차 F-베지에 곡선의 관계

정리 3.1.1

  모든 ∈∞에 대하여 이차 F-베지에 곡선 는 항상 양 끝 제어점을 지

난다.

증명

 모든 ∈∞에 대하여 ∈   이므로   과   을 각각 대입해보면 다

음과 같다.

    ,    

 따라서 모든 ∈∞에 대하여 곡선 는 항상 양 끝 제어점을 지난다.

□

정리 3.1.2

 각각의 ∈   ∞에 대하여 이차 F-베지에 곡선 는 원뿔곡선이다.

증명

 각각의 ∈   ∞에 대하여 이차 F-베지에 곡선은 다음과 같이 주어진다.

            

또한 각각의 기저함수에 대하여   ≥      을 만족하고,

      ≡ 이다. 따라서 곡선 의  베리센트릭 좌표

(barycentric coordinates)는       이고, 모든 ∈ 에 대하여 

   
 

를 계산하면 다음과 같다.

    인 경우

  
 

 



cos 

cos 
cos   cos  

cos cos   cos  

                         

 cos    cos 

cos cos   cos 
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                        



sin 
 sin

 

sin
 sin 

  sin 
 

                        



sin
 

sin
  sin 

 

                        



sin
 

sin
 cos 

 

                        cos
 

   인 경우

  
 

 


 
 

 

   인 경우

  
  

 



cosh  

cosh  
cosh   cosh   

cosh  cosh   cosh   

                         

 cosh    cosh  

cosh  cosh    cosh  

                        


sinh 
 sinh

 

sinh
 sinh 

  sinh 
 

                        



sinh
 

sinh
  sinh 

 
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                        



sinh
 

sinh
 cosh 

 

                        cosh
 

즉, 이를 정리하면 다음과 같다.

  
  











cos

       

   

cosh
    

따라서 베리센트릭 좌표의 비 


가 일정하므로 각각의 ∈  ∞

에 대하여 F-베지에 곡선 는 원뿔곡선이다.

□

정리 3.1.3

 모든 ∈ 에 대하여   cos
  또는   cosh

 를 만족하는 (      

또는    )에 대하여 이차 F-베지에 곡선 와 이차 유리 베지에 곡선 는 

동일한 곡선을 표현한다.   인 경우에는 이차 베지에 곡선이다.

증명

 이차 유리베지에 곡선 

 





  

   
 

에서 모든 ∈ 에 

대하여 베리센트릭 좌표 비는 다음과 같다.

  





 


  
 

  .

 이차 F-베지에 곡선 에서 모든 ∈ 에 대하여   인 경우 

   
 

 cos
 이고,   인 경우   

 
 cosh

 이다. 
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따라서   cos
 를 만족하는      또는   cosh

 를 만족하는 

  에 대하여 F-베지에 곡선 는 이차 유리 베지에 곡선 와 같은 곡선

을 표현한다. 

 또한 이차 유리 베지에 곡선 는   일 때 이차 베지에 곡선이다. 이차 F-베

지에 곡선 에서 모든 ∈ 에 대하여    인 경우    
 

 이

므로,  이차 베지에 곡선이다.

□

 그림 3-1은   


인 경우 이차 F-베지에 곡선 와   cos 
 인 경우 이

차 유리 베지에 곡선 를 표현한 것이다. 빨간색 실선은 이차 F-베지에 곡선 

, 파란색 점선은 이차 유리 베지에 곡선 로 같은 곡선을 표현함을 확인할 

수 있다.

그림 3-1.    


인 경우 이차 F-베지에 곡선 와 

   cos 
 인 경우 이차 유리 베지에 곡선 
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제 2절 이차 F-베지에 곡선의 등매개변수(isoparametric) 곡선

 이차 F-베지에 곡선 의   에 대한 등매개변수(isoparametric) 곡선 

  는 다음과 같다.

                

∈     .  여기서      은 제어점이고, 의 범위     ,   ,   에 

따른 각각의 기저함수는 다음과 같다.

 ∈   인 경우

                     cos

 cos   
     

                     cos

cos   cos     cos 
    

                     cos

 cos 

∈  ∞인 경우

                     cosh 

 cosh   

                     cosh

cosh    cosh     cosh 

                     cosh

 cosh  

  인 경우

            


              

          


정리 3.2.1

 각각의 ∈    에 대하여, 이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선     , 
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∈∞의 시작점은 

 cos      cos    이고, 끝점은  이

다.

증명

 각각의 ∈    에 대하여 시작점은 →일 때    이고 이를 정리하면 

다음과 같다.

lim
→  

     


 cos      cos    

 각각의 ∈  에 대하여 끝점은 →∞일 때    이고 이를 정리하면 다음

과 같다.

lim
→∞

      

□

 모든 시작점은 선분   위에 놓여있다.

그림 3-2. ∈∞에 대하여 각  

  …에 대한

이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선     
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정리 3.2.2

 각각의 ∈    에 대하여, 이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선    의 

시작점(→)에서의 탄젠트 벡터는 

sin            이고, 끝 점

(→ ∞)에서의 탄젠트 벡터는 ≤   


인 경우는      ,   


인 경우는 



      
, 

  ≤ 인 경우는     이다.

증명

 ∈   인 경우, 에 대해서 미분하면 다음과 같다.

  

    cos

sin     
 cos
 cos   sin




     cos

sin      sin  

 cos
 cos    cos  sin




   cos

sin  
 cos
 cos  sin 

 각각의 에 대하여 곡선    의 시작점(→)에서의 탄젠트 벡터는 

lim
→  



   이다. 여기서      


  라 하면 시작점(→ )에

서의 탄젠트 벡터는 다음과 같다.

  lim
→  

     

sin            

 ∈  ∞인 경우, 에 대해서 미분하면 다음과 같다.




    cosh

sinh     
 cosh
 cosh   sinh
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


   cosh

sinh      sinh  

 cosh
 cosh    cosh   sinh

              

   cosh

sinh  
 cosh
 cosh  sinh

 위의 각각의 함수를    

   ,    


  , 

    

   라 하면 다음이 성립한다.

lim
→∞
  

  










∞ ≤   

 

   
 

 

  ≤ 

 

  lim
→∞
  

  










∞ ≤   

 

    
 

  

  ≤ 

  lim
→∞
   

   










   ≤   

 

    
 

∞ 

  ≤ 

 위의 결과를 통하여  ≤   


인 경우    의 크기가 가장 크고,   

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인 경우    의 크기가 가장 크고, 

  ≤ 인 경우   크기가 가

장 큰 것을 알 수 있다. 즉, 각각의 의 범위에 따른 끝 점(→ ∞)에서의 탄젠트

벡터의 방향은  ≤   


인 경우 lim

→∞
   

   
,   


인 경우 

lim
→∞


 
 

 
 

, 

  ≤ 인 경우 lim

→∞
  

  
와 같다. 따라서 이를 정리

하면 다음과 같다.

                       lim
→∞
  

   
     

lim
→∞


  
 

   
 


      

                       lim
→∞
  

   
     

□

  특히   


인 경우 곡선    는 제어점  와  의 중점 

    
에서 시작

하여  를 향하는 직선이다.
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그림 3-3. 이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선   의  

각  

  …에 대한 시작점(→ )에서의 탄젠트벡터

정리3.2.3

 이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선     는  일 때 연속이고 미분가

능하다.

증명

i) 연속성

 이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선     는 ∈   인 경우와 

∈  ∞인 경우의 기저함수가 다르므로 → 인 경우와 →인 경우의 극

한을 비교하자.

 먼저     의 → 인 경우와 →인 경우의 극한은 다음과 같다.

  lim
→  

    
          

  

  lim
→  

    
          

  
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 즉,     에서 →일 때 극한은 존재하고 이를     과 비교하여 보면 다

음과 같다.

lim
→ 

     
          

    
   

 따라서 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선     는  일 때 연속이다.

ii) 미분가능성

 ∆→일 때 lim
∆→ 
∆

  ∆   
   

의 좌우극한이 동일함을 보이자.

테일러급수 전개식에 따라 곡선     의 기저함수    는 다음과 같이 표

현할 수 있다.

 ∈   인 경우

 cos

 cos








⋯







⋯





⋯

 


⋯

       
  

  

 ∈  ∞인 경우

 cosh

 cosh








⋯







⋯

 



⋯

 


⋯

      
  

  

즉,  

   










 


  



       


   


 


  



     

이고, 정의에 의해          ,              

이다. 따라서 위의 테일러급수 전개식을 통해 ∆→일 때 
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lim
∆→ 
∆

  ∆   
   

의 좌우극한을 살펴보면,

  lim
∆→ 
∆

  ∆   
   

   lim
∆→  
∆

  ∆   
   

이며, 이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선     는  일 때 미분가능하

다.

□

 곡선     는  일 때 미분가능하므로, 곡선     는 모든 ∈∞에

대해서 미분가능하다.

정리3.2.4

 이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선     는 두 번 미분가능하지 않다.

증명

lim
∆→  
∆

 ∆    



  



lim
∆→  
∆

 ∆    



  



   가 에 대하여   에서 두 번 미분가능하지 않고   ,    

도 마찬가지이다. 따라서 이차 F-베지에 곡선의 등매개변수 곡선     는 두 번 

미분가능하지 않다.

□
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제4장 결론

 이차 유리 베지에 곡선과 이차 F-베지에 곡선은 모두 원뿔곡선이다. 따라서 두 

곡선은 적절한 조건이 주어지면 같은 곡선을 표현 할 수 있었고 우리는 그러한 조

건을 베리센트릭 좌표(barycentric coordinates)를 이용하여 접근해보았다. 이차 

F-베지에 곡선의 베리센트릭 좌표의 비   cos
  또는   cosh

 를 만족하는 

(      또는    )에 대하여 F-베지에 곡선 는 이차 유리 베지에 곡

선 와 같은 곡선을 표현한다.

 우리는 이차 F-베지에 곡선의   에 대한 등매개변수(isoparametric) 곡선 

  에 대하여 연구하였고 이에 관한 몇 가지 성질을 찾을 수 있었다. 곡선 

  의 각각의 ∈    에 대하여 시작점과 끝점을 구할 수 있었다. 또한 시작

점과 끝점에서의 탄젠트 벡터를 구할 수 있었으며, 특히  


인 경우에는 제어점 

 와  의 중점 

    
에서 시작하여  를 향하는 직선임을 알 수 있었다.  그리

고 곡선     는   , → , →일 때 정의되는 기저함수가 다르므로 

이 때 연속성과 미분가능성에 대해 연구하였고  일 때 연속이고 미분가능함을 

증명함으로서 곡선     는 모든 영역    ∞에서 미분가능곡선임을 보였

다. 그러나  일 때 두 번 미분이 불가능하기 때문에 곡선     는 두 번 미

분가능한 곡선이 아니다.

 우리는 곡선 가 두 개의 매개변수 와 를 갖는다는 사실에서 등매개변수 곡

선   에 관심을 가졌고 그에 대한 특징을 연구해 보았다. 본 논문에서는 이차 

등매개변수 곡선을 중심으로 한 연구가 이루어 졌지만 향후 3차 4차 등의 고차 등

매개변수 곡선에 대한 연구가 이루어 질 것으로 예상된다.
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