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ABSTRACT

Approximation of half sphere by polynomial surfaces 

Seo, Hye Mi

Advisor : Prof. Ahn, Young Joon, Ph.D.

Major in Mathematics Education

Graduate School of Education, Chosun University

    It was described in a recent paper [7] by Floater, how one can 

approximate a conic section in the form of a rational quadratic Bézier 

curve, by polynomial parametric curves. Using this method, we obtain the 

approximation for circular arc of angular of more than   by polynomial 

parametric curve of odd degree in this thesis. The approximation method 

can be extended to approximate the half sphere by polynomial surfaces, 

and the Hausdorff distance between these surfaces is analyzed. Our 

approximation surfaces are visualized using mathematical software.

Key word : approximation, Bezier curve, half sphere, polynomial surface, 

Hausdorff distance 
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다항곡면을 이용한 반구 근사

Approximation of half sphere by polynomial surfaces 

1장. 소개

다항 매개 곡선(Bezier curves)에 의한 원호의 근사는 CAD에서 주요 이슈이

다.[3] 원호를 포함하여 원뿔 곡선(conic section)은 CAD " 컴퓨터의 지원에 의한 

설계 시스템 “ 그리고 CAM "컴퓨터의 지원에 의한 제조 시스템 ” 에 중요한 역할

을 하며, 기계적인 부품을 만들거나 그 모형을 표현하는데 가장 일반적으로 사용하

는 기하학적 요소 중에 하나이다. 

그러나 원뿔 곡선(conic section)은 다항식을 사용하여 정확하게는 표현할 수 없

다. 그래서 CAD/CAM 시스템에서는 원뿔 곡선(conic section)을 처리할 수 없을 

때 주로 NURBS(Non Uniform Rational B-spline)을 사용하여 매개변수 방정식으

로 표현한다. 그렇기 때문에 항상 사람들은 원뿔 곡선을 근사시키기 위하여 매개변

수 다항식을 택한다. 

한편 뛰어난 기하학적 성질을 기반으로 다항 매개 곡선(Bezier curves)은 곡선과 

곡면을 자유롭게 표현할 수 있고 CAD/CAM 시스템에서 다양한 응용프로그램을 제

공한다. 이러한 관점에서 사람들은 다항 매개 곡선(Bezier curves)에 의한 원뿔 곡

선(conic section)의 근사에 대해서 항상 연구한다.[8]

Floater의 논문([6])에서도 임의의 유리 2차 베지에 곡선의 형태에서 어떻게 그것

이 원뿔곡선으로 근사할 수 있는지 설명했다. 그리고 원뿔 곡선과 곡면을 2차 스플

라인과 텐서 곱(tensor  product), 2차 스플라인 형태로 변환시키는 방법을 제공하

고 있다. 여기에서 근사 방법으로는 차 기하학적 에르미트 보간을 고려하고 있다.  

그리고 Floater의 논문([7])에서는 홀수 차의 기하학적 에르미트(Hermite) 보간

과 하우스도르프(Hausdorff) 오류의 상계를 나타내었다. Fang의 논문([3])에서는 

임의의 홀수차 차에 대한 원호의 근사 방법을 제시하였다. Fang과 Floater의 두 

논문([3,6])에서는 각이     인 원호의 근사에 적용 가능한 근사방법을 제시

하였고, 본 논문에서는 이것을 확장하여 각이  이상인 원호에 대한 근사 방법을 

연구할 것이다. 

그리고  Floater의 논문([7])에서 에르미트 보간법을 이용하여 유리 이차 베지에 

곡면으로 


구면을 그릴 수 있다는 것을 제시했다. 우리는 다항곡면을 이용하여 반

구 근사를 할 수 있을 것인가에 대해서 중점적으로 연구할 것이다. 그러면 Floater
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의 논문([7])에서는 원의 근사 그림을 그리기 위해서는 


구면을 8번 그려야 했지

만, 우리의 논문의 방법으로는 원의 근사 그림을 그리기 위해서 반구를 2번 그리면 

되기에 원의 근사 그림을 그릴 때 더 유용할 것이라고 생각한다. 

그리고 이 논문은 다음과 같은 순서로 쓰여있다. 2장에서는 예비지식 및 기존의 연

구 결과로서 베지에 곡선과 베지에 곡면에 대한 간단한 정의 및 성질 등에 대해 

써질 것이며, 플로터의 근사 방법으로 에르미트 근사법에 대해 쓸 것이다. 

3장에서는 각이  이상일 경우에 원호 근사에 대해서 쓸 것이며, 실제로 이 

  차 일 경우에 

의 각에 대한 원호 근사 곡선 그림을 첨부하고, 하우스도르

프 거리에 관한 식이 간단히 설명될 것이다.

4장에서는 다항곡면을 이용한 반구근사에 대해서 쓰여질 것이며, 이   차 일 

경우 다항곡면을 이용한 반구 근사 그림을 첨부하고, 하우스도르프 거리를 수치적

으로 구할 것이다. 
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2장. 예비지식 및 기존연구결과

2.1절 베지에 곡선 및 곡면

1. 베지에 곡선

베지에 곡선은 임의의 형태의 곡선을 매개변수 다항곡선으로 표현하기 위해 프랑

스의 수학자 베지에(Bezier)가 처음으로 고안한 곡선이다. 베지에 곡선의 매우 다

양하고 유용한 성질로 인해, CAD/CAM, 컴퓨터그래픽스(Computer Graphics), 기

하모델링(Geometric Modeling) 등에 매우 많이 쓰이고 있다.

임의의 개의 제어점(control points)  …  ∈ℝ
 또는ℝ이 주어지면, 차 

베지에 곡선  의 방정식은 다음과 같다.

 
 




,   ∈ 

여기에서 
  는 번스타인 함수이며,    


이다.

베지에 곡선의 성질은 다음과 같다. 

(1) 곡선  ∈은 항상 첫 번째 제어점 에서 출발하고 마지막 제어점 

에서 끝난다.

 ,  

(2) 시작점에서의 접선은 처음 두 제어점을 연결하는 직선 과 일치하고, 끝점

에서의 접선은 마지막 두 끝점을 연결하는 직선 과 일치한다.

(3) 모든 ∈에 대하여 는 제어점들의 볼록껍질(convex hull) 위에 존재한

다. 참고로, 제어점들의 볼록껍질는 모든 제어점을 포함하는 가장 작은 볼록다각형

을 뜻한다.

(4) 여러개의 베지에 곡선을 연결해 놓은 곡선을 스플라인곡선(spline curve)라 부

른다.

 

베지에 곡선의 단점으로는 원호를 표현할 수 없다는 점이 있다.  
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2. 베지에 곡면

베지에 곡선이 제어다각형(control polygon)에 의해 정의되듯이 베지에 곡면은 제

어망(control net, characteristic polygon, charateristic mesh)에 의해서 정의된

다.

2개의 베지에 곡선을 사용하여 주어진 임의의 제어점에 의해 정해지는 객체의 면

을 나타낼 수 있는데, 베지에 곡면에 대한 매개변수 벡터 함수는 베지에 배합 함수

의 데카르트 적으로 나타내어진다. 다음은 베지에 곡면 에 대한 방정식이다.


  




 






, 

 ∈×. 여기에서 는 베지에 곡면의  ․개의 제어점이고, 


  ,  


 는 번스타인 다항함수이다.  

베지에 곡면은 베지에 곡선과 같은 성질을 가지고 있다. 특히 베지에 곡면은 제어 

망의 네 개의 제어점 을 구석점으로 가지며, 베지에 곡면의 모서리 

곡선은 두 개의 구석점을 연결하는 곡선이 된다. 또한 베지에 곡면도 볼록껍질

(convex hull) 성질을 가지고 있다.

2.2절 원뿔곡선과 이차 유리 베지에 곡선

이차 유리 베지에 곡선의 일반적인 형태는 다음과 같다.




 





  

  
  

,  ∈ 

여기에서   ∈ℝ
 은 제어점이고,   은   와 관계된

(associated) 가중치(weight)이다. 
   

   
 은 이

차 번스타인 함수(quadratic Bernstein basis function)이다. 

특히, 이차유리베지에 곡선의 형상(모양)은 변하지 않고     이 되도록 만들 

수 있다. 이런 경우를 2차 유리 베지에 곡선의 표준형이라고 하며, 다음과 같이 구

할 수 있다. 
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









  




 



간단하게 







 대신에 를 대입하여 다음과 같이 표준형을 쓰기도 한다.





 



  

   
 

               (2.1)

2차 유리 베지에 곡선의 표준형인 경우에  

을 어깨점(shoulder point)이라

고 하며, 어깨점은 로부터 가장 멀리 떨어진 점이고 어깨 점에서 탄젠트 벡터

는 과 평행한다. 또한     이라 두면, 세 점 , ,은 동일 선상에 

있으며, 다음이 성립한다.

, ,   
 

    

표준형 이차유리베지에의 성질은 다음과 같다. 

(1) 의 크기에 의해서 원뿔곡선 의 형태가 결정된다.([5])

①   일 경우 는  타원

②   일 경우 는 포물선

③   일 경우 는 쌍곡선 ;  그림 2.2.1을 참조
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그림 2.2.1 .          인 경우의 원뿔곡선 

(2) 는 음함수꼴(implicit representation)로 표현할 수 있다.([7])

임의의 점 ∈∆은 베리센트릭 좌표(barycentric coordinates)   의 

형식으로 쓰여질 수 있다. 

       이고      . 

표준형 이차유리베지에 곡선의 가중치   에 대하여 새로운 함수  ℝ→ℝ를 

다음과 같이 정의하자.

  
 

는 이차함수이며,   의 함수로 표현된 것이다.

한편, 볼록껍질성질에 의해 모든 ∈ 에 대하여 ∈∆이고, 따라서 

가 세 꼭지점  의  베리센트릭 좌표 ( barycentric coordinates )의 형태로 

표현될 수 있다.

      
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가 표준형 이차유리베지에 곡선이고 식 (2.1)에 의해 좌표  를 다음과 

같이 쉽게 얻을 수 있다.

 
                            

                            


                                    

여기서,   



이다. 이때, 다음과 같은 결과를 얻을 수 있다. 

모든  ∈ 에 대하여   이 성립한다.

(3) 원호를 그릴 수 있다.

각을 로 갖고   cos  sin ,   sec ,   cossin 은 제

어점이고, 가중치는     ,  cos이다. : 그림 2.2.2 참조

(4) 


구면을 그릴 수 있다.

각을 로 갖고     ,  cos, 일 때 가중치가    이다. : 그림 

2.2.3 참조 

그림 2.2.2.   


를 갖는 이차 유리 베지에를 이용해서 그린 원호 
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그림 2.2.3. 이차 유리 베지에 곡면을 이용해서 그린 


 구면. (파란선들은 

제어망(control net)을 표현한 것이다.)
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2.3절 플로터의 근사 방법

플로터는 그의 논문([6])에서 원뿔곡선 을 2차 다항곡선으로 근사하는 방법과 오

차 분석을 제시하였다. 그리고 구, 원환체(torus), 원뿔, 원기둥과 같은 원뿔곡면을 

2차 스플라인과 텐서 곱(tensor product)의 형태로 근사시키는 간단한 방법을 제

공하였다.  

플로터[6]의 근사 방법은 2차 기하학적 에르미트 보간(Hermite interpolant)을 확

장하여 차 또는 차와 같은 홀수 차의 곡선 및 곡면의 근사를  제시하고 있다. 

([7])

플로터의 근사 방법으로는 에르미트 보간법을 사용하여 유리 2차 베지에 곡선 

를 다항곡선 로 근사한다.

  








  

  
 

, ∈

여기에서   ∈ℝ
 은 제어점이고, ∈ℝ은 과 관련된 가중치이며 양수라고 

가정한다.  라 하면 의 분모 



을 

 로 쓸 수 있으며 을 다음과 같은 형태로 다시 표현 할 수 있다.

     

여기에서 

  
 

  
 

  




이며, 
  



  이며, 또한 
 

로 정의한다.   ⋯ 

그리고 홀수 ≥ 에 대하여 차 다항곡선 의 방정식을 다음과 같이 보여줄 수 

있다.

       

여기에서 다음의 식은 에서의 기하학적 에르미트 보간이다.

    

  

  



 

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    
  

  






   

  

  






그리고 는 베지에 형태로 나타내어지며 번스타인 형태에서 를 다음과 같이 

표현할 수 있다. 

 
  



  
  

여기에서 ≥ 이고, 


,  cos 일 때,

  










  …  에대하여  
  



 cos      
  에대하여 

  

 

  cos      cos cos   
  …   에대하여 

  

   

 cos      
    에대하여 

만약  와  의 번스타인 계수가 각각  과  라면      이고  

        이다. 그리고 이것으로부터 의 제어점은 나타내진다.

만약   이면    그리고      , ∈     이다 또한 모든 에 대

하여      그리고      이다. 즉, 이차 유리 베지에 곡선과 다

항곡선은   ,   일 때 만나게 되며, 이 때,  제어점의 양 끝점과 만나게 된다. 

이차 유리 베지에 곡선은 양함수 형태로 표현되어 질 수 있다.      도 

점 의 베리센트릭 좌표(barycentric coordinate)이므로 마찬가지로 양함수 형

태로 다음과 같이 표현되어질 수 있다. 


     

그리고 




,   


,   


 

이라면, 

 




 




 



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으로 다시 쓰여 질 수 있으며, 
 



 
 



 
 



  이다.

그리고  또한 의 베리센트릭 좌표(barycentric coordinate)이

다. 그래서   
  일 때, 는 차 다항식이다. 가 의 기하

학적 에르미트 근사(Hermite interpolant)이다. 곡선 는 방정식   이 

   에서 개의 근을 갖는다. 

그래서 두 곡선은    


 의 세 점에서 만나며, 예를 들면,  일 경우에는 

차 다항식 은 각각의    


 에서     중근을 갖는다. 그리고 이 원

인 특별한 경우에는 [2]에서 찾은 다항식의 상수배가 되어야 한다.

이것은 근사되는 곡선 가 [2]에서 원뿔 곡선이며 일반적으로 홀수차수 인 첫 번

째 3차 근사의 일반화로 여겨질 수 있다.                

그리고 곡선의 근사방법과 마찬가지로 에르미트 보간법을 사용하여 2차 베지에 

곡면 를 다항곡면 로 근사한다.

 


  




  






 


  




  






 

여기에서  ∈
 이고,     라 가정하면, 을 첫 번째로 매개변수화 

할 수 있다.  그리고 다음과 같은 형태로 을 다시 표현할 수 있다.

    
  




  



  

여기에서 첨자 과 는 

  
 

  
 

  




에서 에 의해서 가 변화됨을 보여주고 있다.

그리고 다음의 식이 기하학적 에르미트 보간(Hermite interpolant)에 의한 다항식 

곡면의 다항식은 다음과 같다.

    
  




  



    

(에르미트 보간법에 대한 좀 더 자세한 내용은 Floater의 논문을 참조[6])
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3장. 원호 근사

3.1절  이상의 각에 대한 원호 근사

다음과 같은 정리로 인해서 각이 이상일 경우에 원호를 다항곡선으로 근사가 가

능하다는 것을 보여 줄 수 있다. 그리고 예제를 통해서 실제로 각이 이상일 경우

에 반경이 1인 원호와 근사하는 차, 차, 차 베지에 곡선을 그려보았다.  

보조정리 3.1) 각 를 갖는 원호에 대한 홀수차 베지에 곡선은 

 
  






이고, 여기에서 제어점         …  은 다음과 같다.

 cossin

  
 coscos  


sin cos 

  …  일경우

  seccossec  

sin  
  seccosseccos

 cos 

sincos
 cos 

  … 일 경우,

      .

여기서,  




cos .

증명)

≥ 이고, 


,  cos 일 때,
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  









  …  에대하여  

  



      
  에대하여 

  

 

        
   …   에대하여 

  

  

      
    에대하여 

이고,         그리고          이다.

이 3이상의 임의의 홀수차 차 베지에 곡선의 번째 제어점은

  cos  sec   cos    sin  sin ⋯ ㉠

이다. ( 여기에서     ⋯   )

먼저  cos  을 에 대입하여 정리하면,

  










  …  에대하여  
  



 cos      
  에대하여 

  

 

  cos      cos cos   
  …   에대하여 

  

   

 cos      
    에대하여 

이고,       이므로 

 










   에대하여 

  … 에대하여 
  

 

  cos      

 

   에대하여

 
  

   

 cos       cos   cos 
 

   
   … 에대하여 

  

  

 cos      

 

그리고           이므로  은
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   에대하여  




cos 
  …   에대하여






cos 


cos  
  에대하여


  

  

 cos     
  

cos cos
 cos 

 에대하여 


  

  

 cos     
  

cos cos
 cos 

  …   에대하여






cos 


cos  
    에대하여    에대하여 





cos 

정리한     을 ㉠의 식에 대입하여 정리하여, 

임의의 홀수차 차의 번째 제어점 를 구하면,

  




cos cossecsec

sin




cos 

  …  일경우

 

seccossec
  



 cos   
  

 cos 

sin 




cos  


cos  

 

seccossec
 

 

cos 
 

cos cos
 cos 

sin
  

  

cos   
  

 cos cos
 cos 
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그리고   … 의 제어점의 일반항은    …  의 제어점의 일반항과 

축 대칭이므로             이다.

여기에서  은   


 을 의미한다. 그러므로    


 이므로 

  

  이다. 

위에 구한 임의의 홀수차 차의 번째 제어점 의 일반항을 조금 더 간단하게 정

리하면

   cos sin 

  
 coscos  


sincos 

  …  일경우

 

seccossec
  



 cos   
  

 cos 

sin
  

  

cos   


cos 
  일경우

 

seccossec
 

 

cos 
 

cos cos
 cos 

sin 
 

 

 cos      
 

 cos      cos
 cos  

그리고   … 의 제어점의 일반항은    …  의 제어점의 일반항과 

축 대칭이므로             이다. □

참고로, 임의의 홀수차 차의 번째 제어점 의 한가지 특징으로는 좌표의 계수

의 합은 항상 1이다. 또한, 위의 보조정리에서   ⋯에 대한 제어점을 4가지

의 경우로 나누어 제공하고 있는데, 만약 겹치게 되는 경우는   ,  ,   , 

  ⋯순으로 우선순위가 주어진다.  

(1) 3차 베지에 곡선

위의 보조정리 3.1의 제어점 일반항   …  을 이용하여 이 3차일 때 베지

에 곡선의 일반항을 구하면, 이때, 위의 제어점의 일반항에서    일 때와   
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일 때 식이 다르지만 차 베지에 곡선은  이므로 범위가 겹치게 된다.   일 

경우에 제어점을 구할 때 우선 순위를   일때의 식을 이용하여 구하도록 한다. 

정리 3.2) 각 를 갖는 원호에 대한 3차 베지에 곡선은 

 
 






이고, 여기서 제어점은         …  은 다음과 같다.

  cos sin

  

cos  


cos

sincos 
  


cos   


cos

sincos 
  cos sin.

증명.

보조정리 3.1에서   을 대입하여 결과가 유도되며, sec 항은 소거되어 

각이 보다 큰 원호에도 근사가 가능하다.

제어점   …  는      이므로, 3차 베지에 곡선의 식은 다음과 같다.

 
 




 

 




 

 




 , ∈    

그리고 위에서 구한 3차 베지에 곡선의 제어점과 3차 베지에 곡선의 식을 

이용하여 가 이상일 경우에 3차 베지에 곡선을 다음과 같이 그릴 수 있다. : 

그림 3.1.1 참조
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그림 3.1.1.   


일 때 3차 베지에 곡선

그리고 반경이 1인 원호와 차 베지에 곡선은 가 에서 까지 변할 때에 다른 점

과는 만나지 않지만    


  세 점에서 만나야 한다. 3차 베지에 곡선이 잘 그

려졌는지 확인하기 위해서는    일 경우에, 오차분석 식

 

을 이용하여 그래프를 다음과 같이 그려볼 수 있다.  (그림 3.1.2참조) 오차함수 

그래프를 그려봄으로써 반경이 1인 원호와 근사하는 차 베지에 곡선이 

   


 일 때 만난다는 것을 확인 할 수 있다.  
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그림 3.1.2. 3차 베지에 곡선의 오차분석 그래프

(2) 5차 베지에 곡선

3차 베지에 곡선의 제어점과 마찬가지로 위의 정리 3.1의 제어점 일반항 

  …  을 이용하여 이 차일 때 베지에 곡선의 일반항을 구하면, 이때, 위

의 제어점의 일반항에서       일 때와   일 때 식이 다르지만 차 베

지에 곡선은  이므로 범위가 겹치게 된다. 그러므로   일 경우에 제어점을 

구할 때 우선 순위를   일때의 식을 이용하여 구하도록 한다. 

 

정리 3.3) 각 를 갖는 원호에 대한 5차 베지에 곡선은 

 
 






이고, 여기서 제어점은         …  은 다음과 같다.

  cos sin

  
 coscos 


sincos

  

coscos  


cos

sincoscos 
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  
 coscos 


cos

sincoscos 
  


coscos  


sincos

  cos sin

증명.

보조정리 3.1에서 

  

   cos

을 대입하여 결과가 유도되며, sec 항은 소거되어 각이 보다 큰 원호에도 근

사가 가능하다.

제어점   …  는      이므로, 5차 베지에 곡선의 식은 다음과 같다.

 
 




 

 




 

 




 , ∈  

그리고 위에서 구한 5차 베지에 곡선의 제어점과 5차 베지에 곡선의 식을 

이용하여 가 이상일 경우에 5차 베지에 곡선을 다음과 같이 그릴 수 있다. : 

그림 3.1.3 참조
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그림 3.1.3.  


일 때 5차 베지에 곡선

그리고 반경이 1인 원호와 5차 베지에 곡선도 가 에서 까지 변할 때에 다른 점

과는 만나지 않지만    


  세 점에서 만나야 한다. 5차 베지에 곡선이 잘 그

려졌는지 확인하기 위해서는 3차 베지에 곡선과 마찬가지로   

일 경우에, 오차분석 식

 

을 이용하여 그래프를 다음과 같이 그려볼 수 있다. (그림 3.1.4 참조) 그러면 차 

베지에 곡선과 마찬가지로 오차함수 그래프를 그려봄으로써 반경이 1인 원호와 근

사하는 차 베지에 곡선도    

 일 때 만난다는 것을 확인 할 수 있다.  
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그림 3.1.4. 5차 베지에 곡선의 오차분석 그래프

(3) 7차 베지에 곡선

차, 차 베지에 곡선의 제어점과 마찬가지로 위의 정리 3.1의 제어점 일반항 

  …  을 이용하여 이 차일 때 베지에 곡선의 일반항을 구하면 다음과 같

다.

정리 3.4) 각 를 갖는 원호에 대한 7차 베지에 곡선은 

 
 






이고, 여기서 제어점은         …  은 다음과 같다.

cossin 

 
 coscos 


sin cos

 
 coscoscos 


sincoscos

 
 coscoscos




cos
sincoscoscos 
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  
 coscoscos

 


cos
sincoscoscos 

  
 coscoscos 


sincoscos

  
 coscos  


sincos

 cos sin  

증명.

보조정리 3.1에서 

  

   cos

  cos  cos 

을 대입하여 결과가 유도되며, sec 항은 소거되어 각이 보다 큰 원호에도 근

사가 가능하다.

제어점   …  는      이므로, 7차 베지에 곡선의 식은 다음과 같다.

 
 




 

 




 

 




 , ∈  

그리고 위에서 구한 차, 차 베지에 곡선과 마찬가지로 제어점과 7차 베지에 곡

선의 식을 이용하여 가 이상일 경우에 7차 베지에 곡선을 다음과 같이 그릴 수 

있다.  : 그림 3.1.5 참조

그리고 반경이 1인 원호와 7차 베지에 곡선도 가 에서 까지 변할 때에 다른 점

과는 만나지 않지만    


  세 점에서 만나야 한다.

7차 베지에 곡선이 잘 그려졌는지 확인하기 위해서는 5차 베지에 곡선과 마찬가지

로   일 경우에, 오차분석 식

 

을 이용하여 그래프를 다음과 같이 그려볼 수 있다. : 그림 3.1.6 참조
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그림 3.1.5.  


일 때 7차 베지에 곡선

그림 3.1.6.  차 베지에 곡선의 오차분석 그래프
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차, 차 베지에 곡선과 마찬가지로 위와 같이 오차함수 그래프를 그려봄으로써 

반경이 1인 원호와 근사하는 차 베지에 곡선이    

 일 때 만난다는 것을 

확인 할 수 있다.  예제를 통해서 그림으로 차수 이   일 때의 베지에 곡선을 

그려봤다. 그림을 통해서 홀수차수 ≥ 가 커질수록 육안으로는 반경이 1인 

원호와 거의 비슷해지는 것을 확인 할 수 있다. 그리고 2.1절의 베지에 곡선의 

성질을 만족하고 있다는 것을 그림을 통해서 확인 할 수 있다. 

3.2절 오차분석

CAGD(Computer Aided Geometric Design) 또는 기하모델링(Geometric 

Modeling)에서 주어진 곡선과 근사 곡선의 오차 분석은 주로 하우스도르프

(Hausdorff) 거리로 계산한다.[6, 7] 일반적인 두 곡선의 하우스도르프 거리를 계

산하기는 매우 어려우나, 두 곡선 중 한 곡선이 원호일 경우엔 보다 수월하게 이루

어질 수 있다. 이 경우엔 다른 곡선 위의 점들 중에 원호로부터의 거리가 가장 먼 

점까지의 거리가 바로 하우스도르프 거리가 된다. 

따라서 원호  cos sin, ∈ 를 다항함수곡선 로 근사할 경

우 원호와 다항함수곡선 사이의 하우스도르프 거리  의 식은 다음과 같다.

 max
  ∈

여기에서  
 




이다. 다항함수 를 미분하여 얻

은 영점을 대입함으로서 하우스도르프 거리를 얻을 수 있다.

   




  
 


sec


sin




이 식의 유도과정에 대한 자세한 내용은 논문 [1]에 자세히 나와 있다. 위의 식을 

이용하여 우리는 반원에 대하여 차, 차, 차 하우스도르프 거리를 다음과 같이 

제공한다. ( 표 3.2.1 참고)
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차수      

   ×
 

   ×
 

   ×
 

표 3.2.1.  차, 차, 차 하우스도르프 거리

위에서 식을 이용하여 차의 하우스르프 거리를 구한 것을 하나의 표로 확인하

여 차수가 변함에 따라서 하우스도르프거리가 어떻게 변해가는지 알 수 있다.

차수가 커지면 하우스도르프 거리는 작아지는 것을 확인 할 수 있다. 
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4장. 다항곡면을 이용한 반구의 근사

4.1절 다항곡면을 이용한 반구근사와 제어망

임의의 홀수차 ≥ 차 베지에 곡선의 번째 제어점   …  가

   

일 때, 우리는 임의의 홀수차 ≥차 단위 반구 근사 다항곡면


 




  








의   번째 제어점    …   을

            

으로 놓을 것이다. 이 곡면은 다음 참고 4.1.1의 성질을 만족하도록 구성한 것이

며, 일반적으로 많이 쓰이는 방법이다.[3,6,7]

참고 4.1.1.

(a) 모든   ⋯에 대하여 제어점    이고,    이다. 따라

서, 모든 ∈ 에 대하여 등매개곡선(isoparametric curve) 은 하나의 점 

이고,  은 하나의 점 이다.

(b) 두 등매개 곡선 , 은 서로 대칭이며, 단위원  을 직선 

 으로 분리하여 절반씩(반원)을 각각 근사하는 다항곡선이다.

(c) 수평곡선 은 중심이  
 




, 반경이 

 




 ,  축에 평

행인 반원을 근사하는 다항 곡선이다. 

위의 (c)를 다시 설명하면, 위와 같이 반구 근사 다항곡면의 번째 제어점이 쓰여

질 수 있는 이유는 다음과 같다. 베지에 곡면 식은 위의 임의의 홀수차 ≥ 반

구 근사 다항곡면의 번째 제어점의 일반항을 이용해서 구하면 다음과 같다. 각

각의 고정된 ∈에 대하여


  




 






 
  




 



 ․   ․ 



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   

그러면


 




  






이고, 
  




≡이므로 위의 식은 다음과 같이 쓸 수 있다. 


 






그러면 
은 고정된 값이 나오게 되고 위의 은 곡선의 높이에 대한 식이

다. 또한, 

 
 




 



 ․   ․




             
  



   


 






이므로 마찬가지로 
은 고정된 값이며, 

 




의 값은 상수로 나오게 되

어 반경을 나타내게 되며, 
  



  
은 반원 근사의 식으로써  가 … 

까지 변해갈 때 반구 근사 다항곡면이 만들어 진다. 

즉, 위의 임의의 홀수차 ≥차 반구 근사 다항곡면의   번째 제어점  

  …  을          ․   ․    으로 제시되어 이 제어점

들을 이용하여 결국 홀수차 ≥차 반구 근사 다항곡면이 만들어 질 수 있다. 

예제) 3차, 5차, 7차 다항곡면을 이용한 반구 근사

(1) 3차 다항곡면 이용한 반구 근사 

위의 내용을 이용하여 3차 반구 근사 다항곡면의 번째 제어점  

  …   을 구하여 
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3차 베지에 곡면의 식을 다음과 같이 구할 수 있다. 

    
  




  






             

 
  




  



 



  




  



 



  




  



 


  
 

  




  






 
  




  






 
  




  






  
이 식을 이용하여   ∈     에서 다음과 같은 3차 베지에 곡면을 이용하여 반구 

근사 그림을 그릴 수 있다. 그리고 그림에서 파란색 선으로 이루어진 다각형이 3차 

베지에 곡면을 이용해서 근사하여 그린 반구의 제어망이다. 그리고 베지에 곡선과 

마찬가지로 베지에 곡면도 볼록껍질의 성질을 갖는다는 것을 그림으로 확인할 수 

있다.  : 그림 4.1.1 참조 

그림 4.1.1. 3차 베지에 곡면을 이용한 반구 근사 그림

(2) 5차 다항곡면 이용한 반구 근사

3차 베지에 곡면을 이용하여 반구 근사 그림을 그렸듯이 위의 내용을 이용하여 5

차 반구 근사 다항곡면의 번째 제어점    …   을 구하여 5차 베지에 
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곡면의 식을 다음과 같이 구할 수 있다. 

            
  




  






                                             

                                                                

       
  




  



 


 
  




  



 


 
  




  



 


   
                                               

       
  




  







  




  






 
  




  






  
이 식을 이용하여   ∈     에서 다음과 같은 5차 베지에 곡면을 이용하여 반구 

근사 그림을 그릴 수 있다. 그리고 그림에서 파란색 선으로 이루어진 다각형이 5차 

베지에 곡면을 이용해서 근사하여 그린 반구의 제어망이다.  : 그림 4.1.2 참조 

그림 4.1.2. 5차 베지에 곡면을 이용한 반구 근사 그림

(3) 7차 다항곡면 이용한 반구 근사

5차 베지에 곡면을 이용하여 반구 근사 그림을 그렸듯이 위의 내용을 이용하여 7

차 반구 근사 다항곡면의 번째 제어점    …   을 구하여 7차 베지에 

곡면의 식을 다음과 같이 구할 수 있다. 
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    
  




  






  

       
  




  



 


 
  




  



 


 
  




  



 


   
                      

       
  




  







  




  






 
  




  






  
이 식을 이용하여   ∈     에서 다음과 같은 7차 베지에 곡면을 이용하여 반구 

근사 그림을 그릴 수 있다.  그리고 그림에서 파란색 선으로 이루어진 다각형이 7

차 베지에 곡면을 이용하여 그린 근사하여 그린 반구의 제어망이다. : 그림 4.1.3 

참조

그림 4.1.3. 7차 베지에 곡면을 이용한 반구 근사 그림
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4.2절 오차분석

반구 와 근사다항곡면  사이의 오차분석은 하우스도르프 거리

(Hausdorff distance)로 하고자 한다. 반구의 특성상, 하우스도르프 거리는 

 max  ∈


으로 계산이 가능하다. 한편, 모든 ∈에 대하여  ≧이므로

 

가 성립하고, 이 거리함수가 내부에서 최댓값을 갖는 점의 위치를 ∈
라 

하자. 또한 오차함수는   에 대하여 대칭성을 가지고 있다.

정리 4.2) 

반구에 대한 차≥ 다항곡면근사에 대해,   일 때, 

  


± 


이다.

증명) 오차함수는 다음과 같다.

       

이때, 


 




  



 ․
 ․




 




  



 ․
 ․




 




  



 ․
 ․



이고,    는 임의의 홀수차 ≥차 반구 근사 다항곡면의   번째 제어

점이다. 즉,           ․    ․     . 

이 오차함수를 에 관해 편미분 하여 이 되게 하는 의 영점을 찾으면 
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  


  


±


 이다. 이중에서   에서는 항상 오차가 이 되므로,  

우리가 찾는 


의 영점의 일반적인 해는

 

± 



이다.  □

또한 의 경우에는 일반적인 해를 구할 수 없으므로 영점이 되는 를 구하기 위

해서는 오차분석 식

       

을 에 관하여 편미분한 식에 에 관해 편미분 하여 이 되게 했던 의 영점 

  


 


 를 에 대입하여 수치적으로 영점을 찾을 수 있다. 

예제) 3차, 5차, 7차 다항곡면 이용한 반구 근사의 오차분석

(1) 3차 오차분석

3차 반구 다항곡면의 오차함수



를 구하여 에 관해 편미분한 식을 구하고, 위의 정리 4.2를 이용하여 차 근사에 

대해 하우스도르프 거리를 갖게 하는 의 점의 위치는   


 


  이라는 것

을 구할 수 있다. 이때, 에 대해서 편미분한 식에 대신 의 영점 

  


 


을 대입하면 다음과 같의 식을 구할 수 있다.




     

그리고 수치적으로 과 


사이의 t의 영점   을 얻을 수 있다. 
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즉, 차 반구 다항곡면의 오차함수식이 이 나오게 하는 과 


사이의  의 수

치적인 값을 구하면

      

 


 

이다.

또한 차 반구 다항곡면의 하우스도르프 거리의 식은 다음과 같다.

             
  




  




 

     

이 식에 차 반구 다항곡면의 오차함수식이 이 나오게 하는 점

     

 


 을 대입하면 

   

이다. 

(2) 5차 오차분석

차 반구 다항곡면의 오차함수



를 구하여 에 관해 편미분한 식을 구하고, 위의 정리 4.2를 이용하여 차 근사에 

대해 하우스도르프 거리를 갖게 하는 의 점의 위치는   





이라는 것

을 구할 수 있다. 이때, 에 대해서 편미분한 식에 대신 의 영점 

  





을 대입하면 다음과 같의 식을 구할 수 있다.





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그리고 수치적으로 과 


사이의 의 영점   을 얻을 수 있다.

즉, 차 반구 다항곡면의 오차함수식이 이 나오게 하는 과 


사이의  의 수

치적인 값을 구하면

       

 


 

이다.

또한 5차 반구 다항곡면의 하우스도르프 거리의 식은 다음과 같다.

         

                                       
  




  




 

     

이 식에 차 반구 다항곡면의 오차함수식이 이 나오게 하는 점

       

 


 을 대입하면 하우스도르프 거리를 구하면,

   

이다. 

(3) 7차 오차분석

차 반구 다항곡면의 오차함수



를 구하 에 관해 편미분한 식을 구하고, 위의 정리 4.2를 이용하여 차 근사에 대

해 하우스도르프 거리를 갖게 하는 의 점의 위치는   





  이라는 것을 

구할 수 있다. 이때, 에 대해서 편미분한 식에 대신 의 영점   







을 대입하면 다음과 같의 식을 구할 수 있다.
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






그리고 수치적으로 과 


사이의 t의 영점   을 얻을 수 있

다. 즉, 차 반구 다항곡면의 오차함수식이 이 나오게 하는 과 


사이의  의 

수치적인 값을 구하면

       




 

이다.

또한 차 반구 다항곡면의 하우스도르프 거리의 식은 다음과 같다.

         

                                       
  




  




 

     

이 식에 차 반구 다항곡면의 오차함수식이 이 나오게 하는 점

       

 


 을 대입하면 하우스도르프 거리를 구하

면,

   

             

이다.

그리고 위의 예제의 내용을 하나의 표로 확인하여 하우스도르프 거리가 어떻게 변

하는지 한눈에 할 수 있다.  : 표 4.2.1 참조

비록 표 4.2.1의 오차는 오차함수의 내부 에서의 최댓값을 계산한 것이지만, 

경계곡선에서의 오차는 표 3.2.1에 나와 있듯이, 내부에서의 최댓값보다 작음을 확

인할 수 있다. 따라서 정의역 전체 에서의 오차도 바로 표 4.2.1에 나와있는 

값과 동일하다.
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차수  의 영점 의 영점     

   


 


  ×

 

   





  ×

 

   





  ×

 

표 4.2.1.   차 일 경우  의   과 하우스도르프 거리

위의 표에서 확인할 수 있듯이 차수가 높아질수록 하우스도르프 거리는 작아지는 

것을 확인할 수 있다.
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5장. 결론

 Floater의 논문([6])에서 임의의 유리 2차 베지에 곡선의 형태에서 원뿔곡선으로 

어떻게 근사할 수 있는지 설명하고 있다. 여기에서 근사 방법으로는 에르미트 보간

법을 이용하였고, 그 근사방법을 확장하여 Fang의 논문([3])에서는 임의의 홀수차 

차에 대한 원호의 근사 방법을 제시하였다. 두 논문에서는 각이     인 원호

의 근사방법에 적용 가능한 것이고, 본 논문에서는 이것을 확장하여 각이  이상

인 대한 원호에 대한 근사 방법을 제시한 것이다. 

그로인해 임의의 홀수차 ≥ 차의       번째 제어점 의 일반항을 

 에 관한 식으로 쓸 수 있었다. 실제로  


일 때의 차의 제어

점을 구하여 베지에 곡선으로 원호 근사 그림을 그려봄으로써 각이 이상일 경우

의 원호 근사에 대해 그림으로 확인해 볼 수 있었다. 

또한 임의의 홀수차 ≥ 차의 번째 제어점의 일반항을 이용하여 우리는 홀수차 

≥차 반구 근사 다항곡면의   번째 제어점    …  을 구할 수 있

었다. 다항 매개 곡선과 마찬가지로 예제로    차 베지에 곡면으로 반구 근사 

그림을 예시로 제시하였다. 

본 논문에서 제시한 반구근사방법의 가장 중요한 의미는, 기존의 구의 근사에서는 

최소한 8개의 조각으로 분해한 후 각각 근사해야했지만, 우리의 방법은 최소 2개

의 반구 근사를 통해 구면 전체를 근사할 수 있다는 것이다. 

마지막으로, 우리는 구면근사에 따른 오차분석을 제시하였고 차수 이 증가함에 

따라 오차가 감소함을 예제로 보일 수 있었다.
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