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ABSTRACT

A study on the convex polygons in planar point sets

               An Sung-yoon

                   Advisor : Prof. Kang Eun-sil Ph.D.

                   Major in Mathematics Education

                   Graduate School of Education, Chosun University

  In 1935, Erdös and Szekeres posed the problem of determining the 

smallest positive integer  so that any set of at least  points in 

general position in the plane contains a convex -gon. Until now, the 

problem has been solved for the values     , and 5 only. 

  In this thesis, we will show that       and  . Also, 

Erdös posed a similar problem on empty convex polygons, which is of 

determining a smallest positive integer  such that any set of at least 

 points in general position in the plane contains an empty convex 

-gon. For    and 4, it is easy to show that       . For 

  , Harborth proved that   . In this thesis, we reprove that 

   by visualizing the method of Harborth.
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Ⅰ. 서  론

A. 이론적 배경

  최근 computer graphics, geometric modelings, motion planing과 같은 

여러 분야에서의 볼록 다각형에 관한 중요성 때문에 이에 관한 연구가 다시 

활발히 일어나고 있다. 이러한 일면에서 우리는 평면상의 점집합에서의 볼록 

다각형의 존재성에 관한 Erdös-Szekeres 가설을 이 논문에서 다루어 보려

고 한다. 

  1933년 Esther Klein은 모든 에 대하여 평면상에서 general position에 

있는 개의 임의의 점들 중에서 항상 볼록 위치에 있는 n개의 점이 존재 

한다 를 만족하는 최소수 이 존재하느냐는 문제를 제시하였다. 이에 대

한 답으로, 1935년 Erdös와 Szekeres는 의 존재성을 보였고, 

   ≤ ≤      

임을 증명하였다. 또한, 그들은 다음을 추측하였다[2]. 

Erdös-Szekeres 가설: ≥ 인 모든 자연수에 대하여,     이다. 

그러나, 많은 수학자들의 노력에도 불구하고 Erdös-Szekeres의 가설은 값

이 3,4,5일 때만 증명되었다.   에 대하여  이라는 것은 쉽게 알 수 

있고,   에 대하여  라는 것은 Klein에 의해 밝혀졌으며, 그리고 

  에 대하여  라는 것은 Makai가 증명하였다. 하지만 ≥ 에 대해 

 
   이라는 것은 아직 밝혀지지 않았고, 가장 최적의 상계로 최근 

Tóth와 Valtr에 의해 ≤     임이 밝혀졌다[9].

우리는 이 논문에서     에 대한 값을 자세히 알아보려고 한다.

  

  Erdös는 또한, 비슷한 문제로 속이 빈 볼록 다각형의 존재성에 관해서도 
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문제를 제기 했다. 즉, 평면상에서 general position에 있는 개 이상의  점

들로 이루어진 임의의 집합이 항상 속이 빈 볼록 각형을 이루는 개의 점

을 포함할 때, 의 최소수 에 관한 문제를 제기하였다. 이러한 의 존

재성은 n=3,4에 대해서는 쉽게 보일 수 있고, n=5에 대해서는 1978년 

Harborth가  임을 증명하였다. 하지만 ≥ 에 대해서는 이 존재

하지 않음을 1983년 Horton이 증명하였다[3]. 따라서, 에  관한 Erdös

의 문제는  에서만 미해결 문제로 남아 있다. 

  이 논문에서 우리는     에 대한 의 값에 대해 자세히 알아보려

고 한다.       
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Ⅱ. 본  론

A. 볼록 다각형

  이 절에서는 평면상에서 general position에 있는 임의의 점집합가 볼록 

다각형을 구성하는 점들을 포함하기 위해서는 가 적어도 몇 개 이상의 점

을 가져야 하는지에 대하여 알아보도록 하자. 특히 볼록 삼각형, 볼록 사각형 

그리고 볼록 오각형에 대하여 각각 가 필요한 최소한의 점들의 개수에 대

하여 알아보려고 한다. 먼저 몇 가지 용어를 다음과 같이 정의하자.

[정의1] 평면상의 점들 중 어느 세 점도 일직선상에 있지 않을 때 이 점들  

         을 general position에 있다고 한다.  

[정의2] 평면상에서 general position 에 있는 개 이상의 점들로 이루어진  

         집합이 항상 볼록 각형을 이루는 개의 점을 포함할 때 의 최소  

         수를 라고 한다.   

[정의3] 를 점 에서 점  방향으로 향하는 직선 의 왼쪽 반평  

         면이라 한다.

이 절에서는   그리고 에 관해 알아보려고 한다. 

1. 볼록 삼각형과 사각형

  먼저, 평면상에서 general position에 있는 3개 이상의 점들로 이루어진 

집합은 삼각형을 이루는 세 점을 항상 포함하기 때문에  임을 알 수 

있다. 

  다음으로 볼록 사각형을 구성하는 점을 포함하기 위해 평면상에서 general 
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position에 있는 임의의 점집합이 적어도 몇 개 이상의 점을 가지고 있어야 

하는지에 대하여 알아보도록 하자.  

[정리1] ⑴ 를 평면상에서 general position에 있는 5개의 점을 가진 임  

            의의 집합이라고 하자. 그러면 는 반드시 볼록 사각형을 구성  

            하는 네 점을 포함한다.  

      

         ⑵  이다. 

증명)    ⑴ 앞에서  임을 알고 있으므로 는 삼각형을 구성하는 세   

            점을 포함한다. 이때 만들어진 삼각형을 라 하고 상에 있는  

            의 점들을 시계 반대방향으로   이라 하자. 는 5개의  

            점들로 이루어진 집합이므로 점   를 제외한 나머지 두 점  

            의 위치에 따라 경우를 나누어 볼록 사각형을 찾아보도록 하자. 

            

            먼저, ∆ 내부에만 두 점이 존재하는 경우를 살펴보자. 이  

            경우에는 ∆의 세 점중 두 점과 ∆ 내부의 두 점을  

            이용해서 볼록 사각형을 만들 수 있다.

           

           이제 ∆ 외부에 점이 존재하는 경우를 살펴보자. 

           ∆의 외부 영역을 다음과 같이 정의 하자.

            






그림1
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              ∩ ∩     

           ′  ∩  

                    

           

           먼저, 영역   에 점 가 있다면 세 점   과 한 점   

           를 이용해서 볼록 사각형을 만들 수 있다.

      

      

      

            만약, 영역   에 점이 없다면 다음 세 가지 경우로 나누  

            어서 생각해 볼 수 있다. 

          

           ⒜ ∆내부에 한 점이 영역 ′ ′ ′ 중 한 영역에 한  

             점이 존재하는 경우

              

              이 경우에 영역 ′,   , 의 한 점과 ∆ 의 세 점  

              중 두 점을 이용해서 새로운 삼각형  ′을 만들 수 있고 이 삼  

              각형  ′의 내부에는 반드시 두 점이 존재 한다. 따라서 삼각  

              형  ′의 세 점중 두 점과 삼각형  ′내부의 두 점을 이용해서  

p1

p2

p3

R1 R3

R2



그림2
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              볼록 사각형을 만들 수 있다.  

             

          

           ⒝ 영역 ′ ′ ′중 두 영역에 각각 한 점씩만 존재하는  

             경우

              

              ∆의 한 점과 영역 ′ ′ ′중 두 영역에 각각 포함  

              되는 두 점을 이용하여 새로운 삼각형  ′을 만들 수 있고 삼  

              각형  ′내부에는 ∆ 의 두 점이 포함되어 있으므로 앞의  

              경우와 마찬가지로 볼록 사각형을 만들 수 있다.

              

 ′







′

′

′

그림3

 ′







′

′

′
그림4
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            ⒞ 영역 ′ ′ ′중 한 영역에 두 점이 존재하는 경우 

              

              만약 영역 ′에 두 점  가 존재한다면 두 점중 점 에   

              가장 가까운 점(두 점 사이의 거리)을 이라 하자. 그러면 점  

              의 위치에 따라 두 가지 경우로 나누어 생각해 볼 수 있다. 

        

            ① 영역 ∩′ 에 점 가 존재하는 경우

               

               점   과 점 를 이용해서 볼록 사각형을 만들 수      

               있다.

        

           

            ② 영역 ∩′ 에 점 가 존재하는 경우 

                

               점   과 점 를 이용해서 볼록 사각형을 만들 수      

               있다.







′

′



′



그림5
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           따라서 평면상에서 general position에 있는 5개의 점을 가진 임  

           의의 집합은 반드시 볼록 사각형을 구성하는 네 점을 포함한다. 

       

         ⑵ ⑴의 증명에 의해 평면상에서 general position에 있는 임의의   

           5개 이상의 점들로 이루어진 집합은 항상 볼록 사각형을 구성하  

           는 점들을 포함하고 있고 볼록 사각형을 포함하지 않는 4개의    

           점들로 이루어진 점집합을 쉽게 찾을 수 있으므로 5는 평면상에  

           서 general position에 있는 임의의 점집합이 항상 볼록 사각형  

           을 구성하는 점들을 포함하기 위한 최소한의 점의 개수이다. 

           즉,   이다.                                          ■

2. 볼록 오각형

  이제 마지막으로 볼록 오각형을 구성하는 점을 포함하려면 평면상에서

general position에 있는 임의의 점집합이 적어도 몇 개 이상의 점을 가지고 

있어야하는지에 대하여 알아보도록 하자. 







′


′

′

그림6


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[예제1] 다음 집합은 8점을 가진 집합들 중에 유일하게 볼록 오각형을 구성  

         하는 다섯 점을 포함하지 않는 경우이다.     

그림 7  Makai's eight-point counterexample

위의 Makai의 예에 의해 볼록 오각형의 존재성이 보장되기 위해서는 적어도

9개 이상의 점이 필요하다는 것을 알 수 있다. 즉, ≥ 이다. 따라서, 9개

의 점을 가진 임의의 집합에 관해 볼록 오각형의 존재성을 보이면 우리는 

 임을 알 수 있다.

[정리2] ⑴ 를 평면상에서 general position에 있는 9개의 점을 가진 임  

            의의 집합이라고 하자. 그러면 의 9개의 점은 반드시 볼록 오  

            각형을 구성하는 다섯 점을 포함한다.

        ⑵  이다.

증명)   ⑴ Makai′s eight point 집합을 제외한 나머지의 8개의 점집합은 항  

           상 볼록 오각형을 구성하는 다섯 점을 포함하므로 Makai′s eight  

           point 집합에서 한 점 더 추가 한 9개의 점집합에 대해 항상 볼  

           록 오각형을 구성하는 점들이 존재함을 보이면 된다. 

           Makai′s eight point 집합에서 외부의 사각형과 내부의 사각형   

           위의 점을 각각 시계반대방향으로     그리고      

           라고 하고 추가되는 한 점을 라 하자. 
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           다음과 같은 몇 가지 경우로 나누어 생각해 볼 수 있다.   

            ⒜ 점 가 □ 외부에 있는 경우

               □ 외부 영역을 다음과 같이 정의하자.

               

                 ∩  ∩        

                         

               

                 점 가 영역 에 존재한다면 점      와 점 를  

               이용해서 볼록 오각형을 만들 수 있다. 예를 들어, 영역   

               에 점 가 존재한다면 점     과 점 를 이용해서 볼  

               록 오각형을 만들 수 있다.

    

             ⒝ 점 가 □ 내부에 있는 경우

              

               이 경우에는 점 가 □ 외부에 있는 경우와 □  

               내부에 있는 두 가지 경우로 나누어 생각해 볼 수 있다.  

               

             ① 점 가 □ 외부에 있는 경우

                □ 내부와 □ 외부의 영역을 다음과 같이 정  

q2 q1

q3 q4



p2 p1



p4



p3


z

그림8
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                의하자. 

                

                ′   ∩  ∩ ∩ 

                ″  ∩∩ 

                ″′  ∩∩   

                                           

                                                            

              ⅰ) 점 가 영역  에 있는 경우

                  

                  점    와 점 를 이용해서 볼록 오각형을 만들 수  

                  있다. 

       

               ⅱ) 점 가 영역  에 있는 경우

          

                  점      과 점 를 이용해서 볼록 오각형을 만들  

                  수 있다. 예를 들어, 영역 에 점 가 존재하면 점     

                     와 점 를 이용해서 볼록 오각형을 만들 수 있  

                  다.

 

 



 

′

′ 

′

′

′

그림9

 

 



 



′′

′′

′′

′′

그림10
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              ⅲ) 점 가 영역 ″′에 있는 경우 

          

                   점      과 점 를 이용해서 볼록 오각형을 만  

                  들 수 있다. 예를 들어, 영역 ″′에 점 가 존재하면 점  

                     와 점 를 이용해서 볼록 오각형을 만들 수 있  

                  다.  

   

            ② 점 가 □ 내부에 있는 경우

                     

               □ 내부 영역을 다음과 같이 정의하자.   

               

                 ∩  ∩□ 

                         

                   

                 영역 에 점 가 존재한다면 점      과 점 를  

                 이용해서 볼록 오각형을 만들 수 있다. 만약 점 가 영역  

                 에 존재 한다면 점    와 점 를 이용해서 볼록  

                 오각형을 만들 수 있고, 또 영역 에 존재 한다면 점     

                    와 점 를 이용해서 볼록 오각형을 만들 수 있  

                 다.



 



 

′′′

′′′

′′′

′′′



그림11

 






 





그림12
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             따라서, 위의 Makai′s eight point 집합에 한 점을 추가하여 얻  

           어지는 9개의 점집합에는 항상 볼록 오각형을 구성하는 다섯     

           점이 있다는 것을 알 수 있고 이에 따라 평면상에서             

           general position에 있는 임의의 9개의 점집합은 항상 볼록 오   

           각형을 구성하는 다섯 점을 포함한다는 것을 알 수 있다. 

       ⑵  ⑴의 증명에 의해 평면상에서 general position에 있는 임의의 9

           개 이상의 점들로 이루어진 집합은 항상 볼록 오각형을 구성하는 

           점들을 포함하고 있으므로 ≤ 이고 또한, Makai's eight     

           point에 의해 ≥ 이므로  이다. 즉, 9는 평면상에서    

           general position에 있는 임의의 점집합이 항상 볼록 오각형을   

           구성하는 점들을 포함하기 위한 최소한의 점의 개수이다.        

                                                                     ■  

 

B. 속이 빈 볼록 다각형 

  이 절에서는 앞 절에서와 비슷하게 평면상에서 general position에 있는 

임의의 점집합 가 속이 빈 볼록 다각형을 구성하는 점들을 포함하려면 

가 적어도 몇 개 이상의 점을 가져야 하는지에 대하여 알아보도록 하자. 특

히 볼록 삼각형, 볼록 사각형 그리고 볼록 오각형에 대하여 각각 가 필요한 

최소한의 점들의 개수에 대하여 알아보려고 한다.  

 






 



그림13
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[정의4] 평면상에서 general position에 있는 개 이상의 점들로 이루어진  

          집합이 항상 속이 빈 각형을 이루는 개의 점을 포함할 때 의  

          최소 수를 라고 한다.

이 절에서는   그리고 관해 알아보려고 한다.  

1. 속이 빈 볼록 삼각형과 사각형

  와 의 정의에 의해서 ≤ 임을 알 수 있으므로, ≤ 인 

개의 점집합에서 볼록 각형을 먼저 찾은 후 이 각형을 변형시켜 속이 빈 

볼록 각형을 찾고자 한다. 

  먼저, f(3)=3이므로 평면상에서 general position에 있는 3개 이상의 점들

로 이루어진 집합에서 볼록 삼각형을 만들 수 있다. 만약, 이 삼각형 내부에 

≥ 개의 점이 존재한다면, 내부의 개의 점 중 한 점과 삼각형의 두 점

을 이용해서 새로운 볼록 삼각형을 만들 수 있고, 새롭게 만들어진 볼록 삼

각형 내부에는 보다 작은 점을 갖게 된다. 이와 같은 방법을 반복하여 시

행하면, 어떤 경우에든지 항상 속이 빈 볼록 삼각형을 얻을 수 있다. 따라서, 

    임을 알 수 있다. 

  다음으로 속이 빈 볼록 사각형을 구성하는 점을 포함하려면 평면상에서 

general position에 있는 임의의 점집합은 적어도 몇 개 이상의 점을 가지고 

있어야 하는 지 알아보도록 하자. f(4)=5이므로 평면상에서 general 

position에 있는 5개 이상의 점을 가진 임의의 점집합은 항상 볼록 사각형을 

구성한다. 

p1

p2

p3

그림14




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만약, 이 사각형 내부에 ≥ 개의 점이 존재한다면, 내부의 개의 점 중 

한 점과 사각형의 세 점을 이용해서 새로운 볼록 사각형을 만들 수 있고, 새

롭게 만들어진 볼록 사각형 내부에는 보다 작은 점을 갖게 된다. 이와 같

은 방법을 반복하여 시행하면, 어떤 경우에든지 항상 속이 빈 볼록 사각형을 

얻을 수 있다. 

  따라서, 평면상에서 general position에 있는 5개의 점을 가진 임의의 점

집합은 항상 속이 빈 볼록 사각형을 구성하는 네 점을 포함한다. 또한, 

≥   이므로 5는 평면상에서 general position에 있는 임의의 점집

합이 항상 속이 빈 볼록 사각형을 구성하는 점들을 포함하기 위한 최소한의 

점의 개수이다. 즉,  이다. 따라서 다음의 정리를 얻을 수 있다.

[정리3]  이고,  이다. 

2. 속이 빈 볼록 오각형

  이제 마지막으로 평면상에서 general position에 있는 임의의 점집합이 속

이 빈 볼록 오각형을 구성하는 점을 포함하려면 적어도 몇 개 이상의 점을 

가지고 있어야 하는지 알아보도록 하자. 먼저, 앞 절에서  임을 보였으

므로 ≥ 임을 알 수 있고 다음 예로부터 ≠임을 알 수 있다. 따라

서, 10개 이상의 점을 가진 임의의 집합에 대해 속이 빈 볼록 오각형의 존재

성을 보이면  임을 알 수 있다. 

[예제2] 다음은 Heiko Harboth′s nine points 집합인데 이 집합은 속이 빈  

         볼록 오각형을 구성하는 다섯 점을 포함하지 않는다. 따라서       

            ≠  임을 알 수 있다.
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[정리4] ⑴ 를 평면상에서 general position에 있는 10개 이상의 점을 가  

            진 임의의 집합이라고 하자. 그러면 는 반드시 속 이빈 볼록   

            오각형을 구성하는 다섯 점을 포함한다.   

       

         ⑵  이다.

증명)  ⑴ 앞에서,   임을 알고 있으므로 평면상에서 general          

             position 에 있는 10개 이상의 점은 항상 볼록 오각형을 구성  

             한다. 

          

           











그림16

그림15   Heiko Harboth′s nine points
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            만약, 볼록 오각형 내부에 ≥ 개의 점들이 존재 한다면, 오  

            각 형의 다섯 점중 세 점과 내부의 개의 점중 두 점을 이용해  

            서 다른 볼록 오각형을 만들 수 있다. 그리고 새롭게 만들어진  

            볼록 오각형의 내부에는 보다 작은 점이 존재한다. 이와 같은  

            방법 을 반복해서 시행하면 우리는 내부의 점이 한 개이거나 속  

            이 빈 볼록 오각형 를 찾을 수 있다. 따라서 우리는 내부에 한  

            점이 있는 경우에 속이 빈 새로운 볼록 오각형을 찾는 방법을   

            알아보려고 한다.       

              상에 있는 의 점들을 시계 반대방향으로      라  

            하고   내부에 점 가 있다고 하자. 만약, 점 가 ∆  ,    

            ∆  , ∆ 또는 ∆ 내부에 있다면 점 와 점     

                 중에 네 점을 이용해서 속이 빈 볼록 오각형을   

            만들 수 있다. 

          

              점 가 위에서 주어진 어떠한 삼각형 내부에도 없다고 가정하  

            자. 그러면 점 는   내부의 대각선들로 이루어진 작은 볼록   

            오각형 내부에 존재한다. 우리는   외부에 있는 점들의 위치에  

            따라 경우를 나눠서, 각 경우마다   외부의 점과 점 와 점    

                로부터 속이 빈 볼록 오각형을 얻을 수 있을 것   

            이다.

           












그림17
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            ⌂의 외부 영역을 다음과 같이 정의 하자. 

           

              ∩ ∩    

            
′ ∩ ∩   

               ∩   

              ,     ,    ,    ,    

          

           

         ⒜ 의 점이 영역 나 영역 ′에 존재 하는 경우

            

             의 점이 영역 에 존재한다면, 점 와     와 영역  

             의 점들 중   에 가장 가까운 점 (점과 직선 사이의 거   

             리) 를 이용해서 속이 빈 볼록 오각형을 만들 수 있다. 만    

             약, 영역 의 점들 중  에 가장 가까운 점을 라 한다면,  

             점 와 점   와 점 를 이용해서 속이 빈 볼록 오각형   

             을 만들 수 있다.













그림18
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             마찬가지로 영역 
′에 의 점이 존재한다면 점 와 점        

                 와 영역 ′의 점들 중   에 가장 가까운 점    

             ′을 이용해서 속이 빈 볼록 오각형을 만들 수 있다. 만약, 영  

             역 ′의 점들 중  에 가장 가까운 점을 ′이라 한다면,    

             점 와 점   와 점 ′을 이용해서 속이 빈 볼록 오각형  

             을 만들 수 있다. 





 

















그림19
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         ⒝ 의 점이 영역 ∪′에 존재 하지 않는 경우

            

             이제 영역 와 영역 ′에 의 점이 없다고 가정해보자. 그   

             러면 적어도 네 점은 영역   ∪∪∪∪에 존재하게  

             된다. 먼저, 각 영역 에 기껏해야 한 점이 있는 경우를 생각  

             해보자. 이 경우 의 한 점씩을 포함하는 연속되는 세 영역    

               이 존재하게 된다. 왜냐하면 오각형   외부에 있   

             는 점은 네 점이고 영역 는 총 다섯 영역이므로 각 영역에   

             한 점 씩만 들어간다면 반드시 각 영역 에 한 점씩 존재하   

             는 연속적인 세 영역이 존재한다. 그렇다면 영역              

             ∪ ∪ 의 세 점과 두 점    를 이용해서 속이    

             빈 볼록 오각형을 만들 수 있다. 만약, 영역   에 한 점  

             씩 존재한다면 영역   의 세 점과 두 점  를 이용해  

             서 속이 빈 볼록 오각형을 만들 수 있다.














′

′


′


′


′


′

그림20
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             이제 어떤 영역 에 의 점이 두 개 이상 있다고 가정하자.   

             예를 들어 영역 에 있다고 하고 영역 의 점들 중  에   

             가장 가까이에 있는 점을 라 하자. 그러면 ∆ 에는     

             의 점이 없게 된다. 여기서 영역 안에 남아 있는 의 점들  

             의 위치에 따라 두 가지 경우로 나누어 생각해 볼 수 있다.

            

           ① 영역   ∪∩에 의 점이 있는 경우

             

              영역 에서 점 를 제외하고  에 가장 가까운 점 를   

              택한다. 그러면 점     를 이용해서 속이 빈 볼록 오  

              각형을 만들 수 있다.  






















그림21
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           ② 영역 에 의 점이 없을 때

               

              영역′ ∪은 의 점을 적어도 하나 가지  

              고 있게 된다. 영역 ′의 점들 중에 점 를 제외하고      

              에 가장 가까운 점을 이라하자.

           

           ⅰ) 만약, 영역 ∪에 의 점이 있다면 영역 ∪의 점들   

               중 한 점과 점    를 이용해서 속이 빈 볼록 오각    

               형을 만들 수 있다. 

             

           ⅱ) 만약, 영역 ∪에 의 점이 있다면 영역 ∪의 점들   

               중 한 점과 점    를 이용해서 속이 빈 볼록 오각    

               형을 만들 수 있다.           

 





 





′







그림22
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



 














그림23





 





′









그림24
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           ⅲ) 만약, 영역 ∪∪∪에 점이 없다면 영역 ′에는     

               의 점이 적어도 두 개 이상 존재하게 된다. 영역 ′의 점   

               들 중에 점 를 제외하고  에 가장 가까운 점을 라    

               하자. 만약, 점 가 영역 에 있다면, 점             

                   를 이용해서 속이 빈 볼록 오각형을 만들 수    

               있고 그렇지 않으면 점     를 이용해서 속이 빈    

               볼록 오각형을 만들 수 있다.  

          

            따라서, 평면상에서 general position에 있는 10개 이상의 점을  

            가진 임의의 점집합은 항상 속이 빈 볼록 오각형을 구성하는 다  

            섯 점을 포함한다는 것을 알 수 있다. 

 

       

         ⑵ ⑴의 증명에 의해 평면상에서 general position에 있는 임의의  

            10개 이상의 점들로 이루어진 집합은 항상 속이 빈 볼록 오각형  

            을 구성하는 다섯 점을 포함한다는 것을 알 수 있고, 속이 빈   



 















′

그림25
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            볼록 오각형을 포함하지 않는 9개의 점들로 이루어진 점집합    

            즉, Heiko Harboth′s nine points가 존재 하므로 10은 평면상  

            에서 general position에 있는 임의의 점집합이 항상 속이 빈   

            볼록 오각형을 구성하는 점들을 포함하기 위한 최소한의 점의   

            개수이다. 

            즉,  이다.                                         ■ 
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Ⅲ. 결  론

  이 논문에서 우리는 평면상에서 general position에 있는 임의의 점집합이 

볼록 삼각형과 사각형 그리고 오각형을 구성하는 점을 포함하기 위해서는 각

각 적어도 3,5,9개 이상의 점이 필요하다는 것을 알았다. 또, 평면상에서 

general position에 있는 임의의 점집합이 속이 빈 볼록 삼각형과 사각형 그

리고 오각형을 구성하는 점을 포함하기 위해서는 각각 적어도 3,5,10개 이상

의 점이 필요하다는 것을 알았다. 여기서 우리는 더 나아가 여섯 점 이상으

로 구성되는 볼록 다각형 또는 속이 빈 볼록 다각형이 존재하기 위해선 적어

도 몇 개 이상의 점으로 이루어진 점집합이어야 하는지에 의문을 가질 수 있

는데, Erdös-Szekeres에 의해 볼록 다각형에 대한 점의 최소수 의 존재

성에 관하여는 증명이 되었지만, 속이 빈 볼록 다각형에 대해서는 ≥ 에 

대한 은 존재하지 않음을 Horton이 증명하였다. 즉, Horton은 ≥ 인 

모든 자연수 에 대하여 속이 빈 볼록 각형을 찾을 수 없는 무한개의 점으

로 이루어진 평면상의 점집합을 제시하였다[4]. 따라서 Erdös-Szekeres 문

제에서 아직 미해결로 남아있는 부분은 ≥ 에 대한 Erdös-Szekeres의 가

설      이 사실임을 증명하는 것과, 그리고,   에 대한 의 

값에 대한 존재성과 값이 존재할 때 그 값을 구하는 문제이다. 

  이에 본 논문에서는 지금까지 해결된 Erdös-Szekere 문제를 재조명하여 

자세하게 다시 다룸으로써 아직 미해결된 문제에 대한 접근에 조금이나마 도

움이 되는 연구 자료가 되었으면 한다.    
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