
2009년  2월

敎育學碩士(數學敎育)學位論文

실수의 실수의 실수의 실수의 구성 구성 구성 구성 방법에 방법에 방법에 방법에 관한 관한 관한 관한 연구연구연구연구

朝朝朝朝鮮鮮鮮鮮大大大大學學學學校校校校    敎敎敎敎育育育育大大大大學學學學院院院院

數學敎育專攻

金金金金        仁仁仁仁        京京京京        

[UCI]I804:24011-200000237664



실수의 실수의 실수의 실수의 구성 구성 구성 구성 방법에 방법에 방법에 방법에 관한 관한 관한 관한 연구연구연구연구

A study on the construction method of real numbers.

2 0 0 9 년  2 월 

朝朝朝朝鮮鮮鮮鮮大大大大學學學學校校校校    敎敎敎敎育育育育大大大大學學學學院院院院

數學敎育專攻

金金金金        仁仁仁仁        京京京京



실수의 실수의 실수의 실수의 구성 구성 구성 구성 방법에 방법에 방법에 방법에 관한 관한 관한 관한 연구연구연구연구

    

指導敎授  鄭 潤 泰

이 論文을 敎育學碩士(數學敎育)學位 請求論文으로 提出합니다.

2 0 0 8 년  1 0 월

朝朝朝朝鮮鮮鮮鮮大大大大學學學學校校校校    敎敎敎敎育育育育大大大大學學學學院院院院

數學敎育專攻

金金金金        仁仁仁仁        京京京京



金金金金仁仁仁仁京京京京의 의 의 의 敎敎敎敎育育育育學學學學    碩碩碩碩士士士士學學學學位位位位    論論論論文文文文을 을 을 을 認認認認准准准准합니다합니다합니다합니다.... 

審査委員長  朝鮮大學校 敎授 _______________印

 

審 査 委 員  朝鮮大學校 敎授 _______________印  

            

審 査 委 員  朝鮮大學校 敎授 _______________印    

2008년   12월

朝朝朝朝鮮鮮鮮鮮大大大大學學學學校校校校    敎敎敎敎育育育育大大大大學學學學院院院院



- 1 -

-목 차-

ABSTRACT

ⅠⅠⅠ...서서서 론론론······················································································································1

ⅡⅡⅡ...정정정수수수에에에서서서 유유유리리리수수수로로로의의의 확확확장장장····················································································2

ⅢⅢⅢ...유유유리리리수수수에에에서서서 실실실수수수로로로의의의 확확확장장장····················································································4
A.실수의 구성············································································································4
B.실수의 대수적 구조······························································································7
C.실수에서의 순서··································································································17

ⅣⅣⅣ...실실실수수수의의의 완완완비비비성성성 ·········································································································21

참참참고고고문문문헌헌헌···························································································································34



- 2 -

ABSTRACT

A study on the construction method of real numbers.

                   Kim In-kyung

                   Advisor : Prof. Jung Yoon-Tae Ph.D.

                   Major in Physics Education

        Graduate School of Education, Chosun University

ThestudyaboutMathematicsisstartedfrom thestudyforthenumber
system.Inparticular,itisimportanttograspproperlythesubstanceofa
realnumbersystem,becauseallcontentsinanalyticsareestablishedonthe
featureofreallineℝ.
Introducingirrationalnumberswithrationalnumbers,weexpandthereal
numbersystem.Thetypicalmethodsofconstructy realnumbersareas
follows;Dedekind'smethodusingthenotionofthecutinrationalnumbers,
Cauchy'smethodusingthelimitnotionofCauchy'ssequenceinrational
numbers,andtheleastupperboundproperty-methodusingtheexistenceof
thesupremum.
In this study,introducing Cauchy's method that uses the Cauchy's
sequenceinrationalnumbers,weprovetheexistenceofthesupremum for
theboundedsubsetofrealnumbers.
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ⅠⅠⅠ...서서서론론론
 

  수학에 대한 연구는 수 체계에 대한 연구로부터 시작한다고 할 수 있다.수
학의 거의 모든 분야가 그 내용을 수에 두고,특히 해석학에서 다루는 거의 모
든 내용이 실직선 ℝ의 성질을 토대로 하고 있기 때문에 실수계의 본질을 제대
로 파악하는 일은 대단히 중요하다.그러므로 본 논문에서는 어떻게 실수의 체
계가 만들어졌는지 어떤 공리들로부터 실수가 만들어 졌는지,그리고 그에 따
르는 기본 성질들을 연구하고자 한다.[3]
수의 체계는 자연수로부터 시작하여,정수,유리수,실수의 차례로 확장되어

간다.자연수는 정수로,정수는 유리수로 확장되어지는 과정은 비교적 간단한
대수적 방법에 의해 확장되어진다.하지만,유리수에서 실수로의 확장되어지는
과정에서는 서로 다른 임의의 두 유리수 사이에 반드시 또 다른 유리수가 존재
함에도 불구하고,유리직선에는 어떤 틈이 있게 되고,이러한 유리수계의 틈을
없애주는 수를 만들어서 유리수계가 확장되어져야 한다.[1]
이렇게 유리수에서 무리수를 도입하여 실수체계로 확장하는 데는 대표적인

것으로 유리수의 절단의 개념을 이용하여 실수를 구성하는 Dedekind의 방법,
유리수의 Cauchy수열의 극한개념을 이용하여 실수를 구성하는 Cauchy의 방법,
상한의 존재성을 이용한 방법 등 구성적 방법이 있다.[2]
본 논문은 유리수의 Cauchy수열을 이용하여 실수를 구성하는 방법으로 도입

하여,상계가 있는 실수의 부분집합의 상한의 존재성을 증명하고자 한다.
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ⅡⅡⅡ...정정정수수수에에에서서서 유유유리리리수수수로로로의의의 확확확장장장

실수계를 구성하는 방법에서는 여러 가지가 있지만,실수계를 자연수로부터
정수,유리수로 확장시키고,유리수의 기본수열을 이용하여 실수로 확장시키는
방법으로 실수를 완성하고자 한다.
유리수의 기본수열을 이용하여 실수를 확장하는 방법으로 코시가 구축한 수

열을 이용하여 실수를 만드는 과정을 정리한다.
본 논문에서는 코시에 의하여 만들어진 실수에 대한 모든 내용은 생략없이

엄밀하게 다루어 자연수에서 정수까지의 확장은 많은 논문에서 다루고 있으므
로 다루지 않았다.[6]먼저 정수에서 유리수로 확장시키는 방법을 동치관계를
통해 간단히 살펴보고 유리수가 체임을 보였다.
이 절에서는 실수를 구성하는 Cauchy의 방법을 이용한 실수의 구성방법을 허
범용[6]의 ‘코시열을 이용한 실수 구축’에서 사용된 방법과 채수영[5]의 ‘수의
구성과정을 통해 본 수 체계에 대한 이해’와 유사한 방법을 사용한다.

임의의 정수  에 대하여    를 만족하는 해에 대해서 생각해 보자.
     ≠ 라면 해는 없다.또한     라면 해는 무수히 많다.그러므로
≠ 인 경우를 생각해보자. ․   는 정수에서 해를 갖지 않는다.즉 곱셈에
대한 의 역원이 정수에 없다.이것은 정수보다 더 큰 수 체계를 생각할 수 있
게 한다.위에서 정의한 정수를 이용하여 유리수로 확장시키는 작업을 해보자.

       ∈ℤ  ≠

라 하자.에서 관계를 다음과 같이 정의하자.

   ⇔ ∼  
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【보조정리2.1.1】위에서 정의한 관계는 동치관계이다.

【정의2.1.2】 의 위에서 증명한 동치관계의 동치류를 유리수라 정의하자.
그리고 유리수의 집합을 ℚ로 표시하자.

【정의2.1.3】ℚ에 속하는 임의의 원소         에 대하여 연산 ∙을

⌈  ⌉            

    ∙           

와 같이 정의한다.이는 잘 정의되어 있음을 쉽게 알 수 있다.
위와 같이 정의하면,≠   ≠ 이므로 ≠ 이고,정수가 덧셈과 곱셈에 의

하여 닫혀있으므로 유리수도 덧셈과 곱셈에 의하여 닫혀있다.또한,덧셈과 곱
셈은 잘 정의되어 있다.정수에 속하는 에 대하여,   의 형태인 유리수를 

로 보기로 하고,이러한 유리수를 범 자연수라 한다.범 자연수라 이름 붙인 정
수의 집합은 유리수의 부분집합이다.

【정리2.1.4】유리수는 체이다.

와 가 모두 양의 정수이든지 또는 음의 정수이면 유리수      는 양
의 유리수라 부르기로 하고,두 정수 와 가 각각 양의 정수와 음의 정수이면
유리수 는 음의 유리수라고 하자.유리수 은 양의 유리수도 음의 유리수도
아니다.
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ⅢⅢⅢ...유유유리리리수수수에에에서서서 실실실수수수로로로의의의 확확확장장장

AAA...실실실수수수의의의 구구구성성성

유리수를 이용하여 실수를 만들고자한다.이는 이미 수직선 위에는 유리수에
대응하는 점들이 무수히 많음을 알고 있다.그러나 서로 다른 임의의 두 유리
수 사이에 반드시 또 다른 유리수가 존재함에도 불구하고,유리직선에는 어떤
틈이 있다.그 빈틈에 대응되는 수가 무리수이다.그래서 유리수와 무리수를 동
시에 생각하여 수직선에 대응시키면 수직선 위에는 전혀 빈틈이 없고,새로운
수가 대응될 틈이 없다.이렇게 완성되어지는 실수의 집합을 실수의 연속성이
라 한다.이상에서 볼 수 있듯이 무리수를 소수 개념을 통해 도입함으로써 실
수 개념이 완성되고 있다.이러한 실수의 연속성을 직관적인 개념을 토대로 수
직선을 실수의 성질을 깊이 이해야한다.

【정의3.1.1】유리수의 집합에 속하는 수열   이 임의의  ≻ 에 대하여
자연수ℕ이 존재하여

∀ℕ⇒       

을 만족하면 수열   을 코시수열이라 한다.

실수를 만드는 과정이므로  을 양의 유리수로 제한한다.

집합  를 유리수상의 모든 코시 수열의 집합이라 정의하고,상의 관계
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   ∼    ⇔ lim
→∞

   

를 정의한다.

【보조정리3.1.2】위에서 정의한 관계는 동치관계이다.

증명 (1)∀  ∈ 에 대해서

lim
→∞

      lim
→∞

  

이고,  ∼  이므로 관계는 반사적이다.

(2)  ∼  이면,정의에 의하여

lim
→∞

     

이고,

lim
→∞

     lim
→∞

     

이므로  ∼ ,즉 관계는 대칭적이다.

(3)  ∼  이고   ∼  이면
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lim
→∞

    lim
→∞

      

≤ lim
→∞

        

 lim
→∞

    lim
→∞

    

이다.따라서   ∼  이므로 관계는 추이적이다.
그러므로 (1),(2),(3)에 의하여 관계는 동치관계이다.

관계 ∼이 상의 동치관계임을 보였으므로,상에   의 동치류를

  ≡       ∼  

과 같이 정의 할 수 있다.

이제 위에서 정의한 동치류를 이용하여 실수를 정의해 보겠다.

【정의3.1.3】실수라 부를 ℝ을

ℝ≡ ∼      ∈ 

로 정의한다.

우리가 정의한 실수가 유리수를 부분집합으로 가지고 있음을 보이자.
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ℚ≡      상수수열 ∈ℚ⊂ℝ

이라 하면, ℚ→ℚ를

∀∈ ℚ    

라 정의하면 는 전단사함수 이므로 ℚ를 ℚ와 같이 볼 수 있으므로,ℚ를 실
수 ℝ의 부분집합으로 볼 수 있다.표현을 간단히 하기 위해서 실수에서의 유
리수를

≡   

라고 표현하기로 한다.

BBB...실실실수수수의의의 대대대수수수적적적 구구구조조조

이 절에서는 실수의 구조 중 실수의 대수적 구조에 대해 알아보고자 한다.

【보조정리3.2.1】    ∈ 이면    ∈  이다.

증명      ∈ 이므로,임의의 양수 에 대하여

∃∈ℕ ∀ 이면       


∃∈ℕ ∀ 이면      

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이다.      라 하면,∀ 에 대하여

                

≤          




 

이므로,     ∈ 이다.

위의 보조정리를 이용하여 실수에서의 덧셈을 정의한다.

【정의3.2.2】임의의     ∈ℝ에 대해서

     ≡     

라고 덧셈을 정의한다.

【보조정리3.2.3】위에서 정의한 덧셈은 잘 정의되었다.

증명 위의 보조정리에 의하여     ∈ 이므로

    ∈ℝ이다.

  ∼ 

   ∼ 


 

를 가정하면
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     

 ≡    


 

이고,

lim
→∞

    

 


 ≤ lim

→∞
  


  lim

→∞
  


  

이므로    ∼ 

 


 이고,

       

  


  이다.

즉,덧셈은 잘 정의되었다.

실수에서 정의한 덧셈은 유리수에서의 덧셈과 같음을 보이자.

∀ ∈ ℚ에 대하여         ∈ℝ이라 하자.

                 

이므로 실수에서 덧셈은 유리수에서의 덧셈과 같다.

【보조정리3.2.4】(덧셈에 대한 교환법칙)임의의 실수      에 대해
서

            
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이 성립한다.

증명 임의의 유리수    에 대해서

lim
→∞

         ⇒          

이므로 덧셈의 정의에 의하여 교환법칙이 성립한다.

위의 증명과 유사하게 덧셈에 관한 결합법칙도 성립함을 보일 수 있다.
덧셈에 관한 항등원을

   

이라 정의하고,임의의 실수   에 대하여 덧셈에 대한 역원을

   ≡   

라 정의하면,잘 정의되고,

               

         

이므로,항등원과 역원이 만족해야할 조건을 만족한다.
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이제는 곱셈을 정의해보자.그 준비 작업으로 다음의 보조정리를 도입하자.

【보조정리3.2.5】    ∈ 이면   ∙  ∈이다.

증명 먼저   ∈ 이면,유계임을 보이자.1은 양의 유리수이므로,

가 자연수에 존재하여

∀    ⇒      

을 만족한다.  을 고정하면     를 만족하므로

∀  ⇒       


  

  
 



을 만족한다.     ⋯  

   이라고 정의하면,

모든 자연수 에 대해서

 

를 만족한다.유사하게   ∈이면,모든 자연수 에 대해서

 

를 만족시키는 를 구할 수 있다.다시     ∈ 를 사용하
면,임의의 양수  에 대해서
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∃∈ℕ∀ 이면     



∃∈ℕ∀ 이면     



이다.    라 하면,∀ 에 대해서

           

≤          













 

이므로,  ∙   ∈ 이다.

【정의3.2.6】임의의     ∈ℝ에 대해서

   ∙   ≡   ․  

라고 곱셈을 정의한다.

【보조정리3.2.7】위에서 정의한 곱셈은 잘 정의되었다.

증명     ∈ 이면   ∙  ∈ 이므로  ∙  ∈ℝ이다.

  ∼ 

    ∼ 


 



- 13 -

를 가정하면

    ∙    ≡    ∙  

이고,

lim
→∞

  ∙   

 ∙   

≤  lim
→∞

  

 


lim
→∞

  

  

이므로,
 ∙  ∼ 


 ∙   이고,   ∙     


 ∙   

이다.즉,곱셈은 잘 정의되었다.

실수에서 정의한 곱셈은 유리수에서 정의한 곱셈과 일치함을 확인해보자.

∀ ∈ ℚ에 대하여        ∈ ℝ이라 하자.

 ∙          ∙   ∙   

【보조정리3.2.8】(곱셈에 대한 교환법칙)임의의 실수      에 대해
서

          
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이 성립한다.

증명 임의의 유리수  ∙ 에 대해서

lim
→∞

     ⇒       

이므로 곱셈의 정의에 의하여 교환법칙이 성립한다.

곱셈에 관한 결합법칙과 배분 법칙은 쉽게 보일 수 있으므로 생략하기로 한다.

곱셈에 관한 항등원은
   

로 정의하기로 하고,임의의 실수   ≠
 에 대해서 역원을 정의해보자.

【보조정리3.2.9】   ≠
이면,자연수  이 존재하여,모든  에 대해

서,  또는   중에서 하나만 만족한다.

증명   ≠
이라는 가정에서,  은 0으로 수렴하지 않으므로,양

수  이 존재하여,임의의  에 대해서,   을 만족하는   

이존재한다.
  이 코시수열이라 가정을 사용하면, 에 대해서,∈ℕ 이
존재하여,임의의    에 대해서,
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    



을 만족한다.위의 내용에서    가 존재하여,

 

   

를 만족한다.

(1)

 을 가정하면,모든   에 대해서,

   

 


⇒ 


 

이므로,모든   에 대해서   을 증명했고,
(2) 



   을 가정하면 위와 유사하게 모든   에 대해서
  을 증명할 수 있다.

【보조정리3.2.10】   ≠
에 대해서,

 











 만약   




만약 ≠

라고 정의하면,  ∈ℝ이고,

   ∙   

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이다.

증명 먼저   이 코시수열임을 보이자.위의 보조정리의 증명에서  

와  가 존재하여,모든  에 대해서,

 


⇒







을 만족한다.임의의 약수  에 대해서,

   
 



을 만족한다.모든        에 대해서,

       

   
 

을 만족하므로,  이 코시수열이다.즉,  ∈ℝ이다.
또,모든    에 대해서  ∙    이므로,

   ∙   


이다.

위의 내용을 정리하면,다음의 정리를 얻을 수 있다.
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【정리3.2.11】실수 ℝ은 체이다.

CCC...실실실수수수에에에서서서의의의 순순순서서서

【정의3.3.1】임의의 실수   ≠
 에 대해서, ∈ℕ이 존재하여

∀ ⇒   

을 만족할 때,

  


라고 정의한다.

【보조정리3.3.2】위의 정의는 잘 정의되었다.

증명   
 과    ∼    을 가정하자.

  ≠
 이라는 가정에서,  은 0으로 수렴하지 않으므로,

양수  이 존재하여,  을 만족하는 이 무수히 많이 존재한다.
   ∼    이므로,양수    에 대해서, ∈ℕ이 존재하여,

∀  ⇒  

  



를 만족한다.   을 만족하는 중에서  을 만족하는 

을 하나 택하자.
임의의  에 대해서,
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     ≤    
      



이므로





    


⇒    


 



즉,    
 을 만족하므로,잘 정의되었다.

       

  

 을 만족할 때,

    


이라고 정의하고,임의의 실수

              ⇒       

라고 정의하자.

【보조정리3.3.3】      과        을 만족하면,
       을 만족한다.

증명 가정에 의하여

∃∈ℝ ∀  ⇒      

∃ ∈ℝ ∀  ⇒        
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을 만족하므로,모든     에 대해서

             

을 만족하므로 증명되었다.

【보조정리3.3.4】 (삼분법)임의의 실수   은

   
    

    


중에서 단 하나만 만족한다.

증명 우리는   ≠
에 대해서,        

 둘 중 하
나만 만족한다라는 것을 보이면 된다.이는 위의 보조정리에서 증명
되었다.

【보조정리3.3.5】        이면,모든 실수   에 대해서,

          

임을 만족한다.

【보조정리3.3.6】        이고,    이면,

   ∙        ∙   
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을 만족한다.
위의 내용을 종합하면,다음 결과를 얻을 수 있다.

【정리3.3.7】실수 ℝ은 순서체이다.
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ⅣⅣⅣ...실실실수수수의의의 완완완비비비성성성

먼저 거리공간의 정의를 도입하자.

【정의4.1.1】공집합이 아닌 집합 상에    ×→ℝ이 존재하여

 ∀∈   ≥ 

       ⇔   

 ∀  ∈        

 ∀    ∈    ≤        

을 만족할 때, 를 거리공간이라고 부른다.

먼저 실수에서의 절대값을 정의하자.

【정의4.1.2】임의의 실수   에 대해서

      

라고 정의한다.

【정의4.1.3】임의의 실수      에 대해서

         

라고 정의하면,실수 ℝ은 거리공간이다.
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증명 모든 에 대해서     ≥  을 만족하므로,다음의 경우로 나누어
서 생각해보자.

(1)    은 으로 수렴하는 경우 :정의에 의하여,

     이고,

                 

(2)    이 으로 수렴하지 않을 경우 :앞의 보조정리에 의해
서, 이 존재하여,모든  에 대해서      을 만족하므
로,정의에 의해서

                 

이다.(1)에 의해서 (b)가 증명되고,(1),(2)에 의해서 (a)가 증명되
었다.(c)와(d)는 쉽게 증명할 수 있으므로 생략하자.

우리는 실수를 코시 수열의 동치류로 정의하였다.실수에서의 수열의 수렴과
실수에서의 코시 수열을 다루어야 하는데,이 중 첨자로 표현하여야 하므로,이
를 정리해보기로 하자.평의상 임의의 양수   를 임의의 양의 유리수  으
로 제한하여 정의를 내리고,나중에 임의의 실수에 대한 식으로 대치하기로 하
자.
실수ℝ의 수열     ≡   이 실수   으로 수렴한다는 정

의를 내려보자.여기서 앞의 첨자  는 실수가 코시 수열을 이용하여 정의되는
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데 사용되고,뒤의 첨자 은 실수의 수열을 표현하는데 사용되는 것에 주의하
자.
임의의 양의 유리수  에 대해서 ∈ℕ이 존재하여,모든   에 대해서,

             

을 만족하면 된다.이를 다시 실수에서의 덧셈의 정의를 사용하면,

              

이고,다시 실수에서의 순서의 정의를 사용하면, ∈ℕ이 존재하여,
모든 ≻ 에 대해서,

    

을 만족한다.이를 정리하면,다음의 정의를 얻을 수 있다.

【정의4.1.4】임의의 양의 유리수  에 대해서  ∈ ℕ이 존재하고,임의의
ℕ에 대해서  ∈ℕ이 존재하여,  에 대해서,

    

을 만족할 때,

lim
→∞

  ≡ lim
→∞

   
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라 정의한다.

    이 실수에서의 코시 수열이라면,임의의 양의 유리수  에 대
해서  ∈ℕ이 존재하여,모든  ℕ에 대해서,

                 

을 만족하면 된다.이를 다시 실수에서의 덧셈의 정의를 사용하면,

                 

이고,다시 실수에서의 순서의 정의를 사용하면,   ∈ ℕ이 존재하여,
모든    에 대해서,

     

을 만족한다.이를 정리하면,다음의 정의를 얻을 수 있다.

【정의4.1.5】임의의 양의 유리수  에 대해서 ∈ ℕ이 존재하고,임의의
 에 대해서    ∈ℕ이 존재하여,   에 대해서,

     

을 만족할 때,    을 실수에서의 코시수열이라 정의한다.
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【보조정리4.1.6】  이 ℚ의 코시수열이고,       는
모든  에 대해서,  을 만족하는 실수의 수열이라 하면,

lim
→∞

≡ lim
→∞

   

이다.

증명   이 ℚ의 코시수열이라는 가정에 의하여,임의의 양의 유리수 

에 대해서  ∈ ℕ이 존재하여,임의의    에 대해서,

        

을 만족한다.즉,

lim
→∞

 lim
→∞

   

이다.

【정리4.1.7】유리수 ℚ ℚ는 실수에서 조밀하다.

증명 유리수가 실수에서 조밀하다는 것을 보이기 위해서,
임의의 실수에   에 대해서,  로 수렴하는 유리수
이루어진 수열이 존재함을 보이자.
실수의 정의에 의해여   는 유리수 상의 코시 수열이므로,
위의 보조정리에 의하여,    ≡   는 모든  에 대해
서,  을 만족하는 유리수로 이루어진 수열이고,
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lim
→∞

≡ lim
→∞

   

이므로 증명되었다.

우리는 위의 정리를 이용하여,임의의 양의 유리수를 임의의 양수로 바꾸어
줄 수 있으나,증명을 간단히 하기 위해서,계속 양의 유리수를 사용하여 내용
을 전개하겠다.

【정의4.1.8】거리 공간    상의 코시수열이    의 원소로 수렴할 때,
   를 완비(Complete)라고 부른다.

【정리4.1.9】 ℝ   는 완비이다.

증명     이 실수에서의 코시 수열이라면,위의 정리에 의하여
모든 ∈ℕ에 대해서,

∃∈ℚ ⇒    
   



을 만족한다.

(1)먼저   이 유리수상의 코시 수열임을 보이자.
임의의 양의 유리수 에 대해서,∈ℕ이 존재하여, 이면,

   
  





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을 만족하고,    이 실수에서의 코시 수열이라는 가정에 의
하여,∈ℕ이 존재하여, 이면,

        


을 만족한다.     를 만족하면,

이므로,  이 유리수상의 코시 수열이다.그러므로,

   ∈ℝ

이다.

(2)이제
lim
→∞

     

을 증명하자.
(1)에서,임의의 양의 유리수  에 대해서,∈ℕ이
존재하여, 이면,

    ≤            











 



- 28 -

   
  






을 만족하므로,∈ℕ이 존재하여,이면,

   


을 만족한다.
  이 유리수상의 코시 수열이라는 사실을 이용하면,
 ∈ ℕ이 존재하여,임의의    에 대해서

     


를 만족하므로,     와      에
대해서,

     ≤         

【정의4.1.10】ℝ의 공이 아닌 부분집합  에 대하여,명제

「모든 ∈ 에 대하여,≤   ≤ 인 ∈ℝ가 존재한다.」

를 만족할 때,집합 는 위로 유계(boundedabove)[아래로 유계 (bounded
below)]라고 한다.이 때,∈ ℝ을 의 상계(upperbound)[하계(lowerbound)]
라고 한다.또한,가 위로 유계인 동시에 아래로 유계일 때는 간단히 는 유
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계(bounded)라고 한다.

【정의4.1.11】ℝ의 공이 아닌 부분집합  가 위로 유계라고 하자.다음의 두
조건을 만족하는 ∈ℝ가 존재할 때,를 의 상한(supremum)또는 최소상계
(leastupperbound)라고 한다.

(a)는 의 상계이다.즉,모든 ∈에 대하여 ≤ 이다.
(b)∈ ℝ이고   이면 는  의 상계가 될 수 없다.즉,  이
면,  ≤ 를 만족시키는 ∈ 가 반드시 존재한다.

임의의   에 대하여    ≤ 인 ∈가 존재한다.

【정의4.1.12】ℝ의 공이 아닌 부분집합  가 아래로 유계이고,다음의 두 조건
을 만족하는 ∈ℝ가 존재할 때, 를 의 하한(infimum) 또는 최대하계
(greatestlowerbound)라고 한다.

(c)는 의 하계이다.즉,모든 ∈에 대하여  ≤ 이다.
(d)  ≤ℝ이고    이면 는 의 하계가 될 수 없다.즉,   이
면,≤   를 만족시키는 ∈가 반드시 존재한다.

                             

   
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임의의   에 대하여 ≤     인 ∈가 존재한다.
또한 따름정리에서 의 상한 가 존재한다면,그 는 유일하다.왜냐하면,

와 ′가 각각 의 상한이면 와 ′는 의 상계이어야 하고,가 의 상한이라
는 사실로부터 ≤ ′가 성립하고,또한 ′가 의 상한이라는 사실로부터
′ ≤ 인 관계가 성립하기 때문이다.
같은 방법으로,의 상한 가 존재한다면 가 유일함을 보일 수 있다.[4]

【정리 4.1.9】를 이용하여,실수계를 구성하는 공리로 사용되는 ‘최소상계성
질’를 증명하고자 한다..

【정리4.1.13】(최소상계성질 :Leastupperboundproperty)ℝ의 공집합이 아
닌 부분집합  가 위로 유계이면,반드시 그 상한이 존재한다.

증명 ∅≠ ≤    

       

         ⅰ)    ∈   → M : 상한

         ⅱ)    ∉    → ≠∅ 이므로   ∈  이다.

           ∈ ,  
     ,  

     이라 놓고,

          
 


 
   

  
 라 정의하자.  

         

          
 ∈  인 경우,  

  
  이라 하고  

  
   

         이라 놓고,  
  ∉   인 경우,    

   이라 하고
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          
  

  이라 하자. 

         

         이와 같이 반복하여  
 


 
  

 
   가 되는 

          
 


 
  

 
  로 잡는다.

         여기서  
 ∈  이고  

 ∉   이다.  

          
  

   ≤ 

 
  

  ⋯ 
 

  
   

            일 때,

         
  

≤  
  

    
    

    ⋯ 
 

                 ≤


 

         가 된다.

         그러므로,  
 는 Cauchy 수열이다.

         때문에, lim
→∞

 
     이라는    이 존재한다.

            이 의 상한임을 보이기 위해

           ∈  일 때,   ≤   을 보이자. 

               라 가정하자. 
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              

            
  

    

         이 때,  ↪ ∞

             
   




         
  

  
  ,

  
≤

  


 

          
  

 

  






          
  

 

  






          
  

  
  

  
  

 






    

         이므로, 

            
 



  

            
 



    

         결국,   ∉  이므로   ∉   되어   ∈ 이라는 가정에    

         모순이 된다. 
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         또,   ∈  의 또 다른 상계라 하자.

         만약       이라 하자.  

                를 만족하는   이 존재한다.

            
  

  
  

    

            
 





  

 

          
  

 




  이므로

          
   






          
   





     

         이 되어,   이  의 상계가 되지 못해 모순이다. 

         그러므로   ≤    이다. 

         따라서   가  의 최소상계가 된다.
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4. 저작물에 대한 이용기간은 5년으로 하고, 기간종료 3개월 이내에 별도의 

의사표시가 없을 경우에는 저작물의 이용기간을 계속 연장함.

5. 해당 저작물의 저작권을 타인에게 양도하거나 또는 출판을 허락을 하였을 

경우에는 1개월 이내에 대학에 이를 통보함.

6. 조선대학교는 저작물의 이용허락 이후 해당 저작물로 인하여 발생하는 타인에 

의한 권리 침해에 대하여 일체의 법적 이지책임을 지지 않음.

7. 소속대학의 협정기관에 저작물의 제공 및 인터넷 등 정보통신망을 이용한 

저작물의 전송ㆍ출력을 허락함.

2009년 2월   일

  

                                       저작자:  김 인 경(서명 또는 인)

조선대학교 조선대학교 조선대학교 조선대학교 총장 총장 총장 총장 귀하귀하귀하귀하
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