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Surfacedistancebetweentwosymmetricpoints
onsquareprism

JoungHyunLim
Advisor:Prof.YoungJoonAhn
MajorinMathematicsEducation
GraduateSchoolofEducation.ChosunUniversity

Thisstudyissolvingtheproblem surfacedistancebetweentwosymmetricpoints
onsquareprism.
First,draw the developmentfigure.Next,think on the coordinates plane.I
comparesurfacedistancebetweentwosymmetricpoints.InthatorderIevaluate
thepointthatlongestsurfacedistancefrom thesquareprism heightis2andone
sideofplantis1.
Expandingit,Ievaluatethepointthatlongestsurfacedistancefrom thesquare
prism heightishandonesideofplaneis1.Idisplaypointoflongestsurface
distanceisorigin.
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제제제111장장장 서서서 론론론

본 연구의 목적은 정다각기둥의 밑면의 꼭지점( )에서 표면거리가 가장 먼 점에 관
한 연구[4]을 바탕으로 이를 확장시켜 높이가 2인 정사각기둥에서 중심축에 대칭인 임
의의 점들 중 최장표면거리를 갖는 점을 찾는 것이다.
본 연구에서 사용되어지는 좌표평면 위의 두 점 사이의 거리에 대한 정의를 내리면
좌표평면 위의 두 점       사이의 거리는 = ( 2- 1)+(2- 1)이
다.[2]그러나 대칭하는 두 점의 거리는 정사각기둥의 윗면의 어느 모서리를 지나느냐
에 따라 즉,두 점이 움직이는 경로에 따라 거리가 달라진다.
그러므로 각각의 경로에 대해 모두 생각해 보고 어떤 점에서 최장표면거리를 갖는지
찾아보자.그리고 더 나아가 높이가 임의의 값 로 주어질 때 최장표면거리를 갖는 점
을 찾을 수 있는지 연구하고자 한다.



- 2 -

제제제222장장장 정정정사사사각각각기기기둥둥둥에에에서서서의의의 표표표면면면거거거리리리

제제제111절절절 높높높이이이가가가 2인인인 정정정사사사각각각기기기둥둥둥에에에서서서의의의 표표표면면면거거거리리리의의의 계계계산산산

밑면의 모양이 정사각형이고 한 밑변의 길이가 1,높이가 2인 정사각기둥이 있다.정
사각기둥 위에서의 임의의 한 점에서 최장표면거리를 구하려고 한다.여기서는 중심축

의 중점에 대칭하는 두 점의 최장표면거리를 생각해보자.단,“거리”는 표면을 따
라 움직인 최단길이를 나타내고[4],“최장표면거리”는 대칭하는 두 점들 사이의 거리
중 가장 큰 값을 뜻한다.

      [그림 1] 높이가 2인 정사각기둥

정사각형의 영역을 좁혀 정사각기둥의 윗면을 중심으로 삼각형을 이루는 영역
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의 임의의 점에서 가장 먼 거리를 살펴보기 위해 삼각형 과 선분 을 기
준으로 가장 먼 삼각형인 을 생각해 보자.
먼저 정사각기둥을 정사각형 을 중심으로 펼치면 다음과 같은 모양의 [그림2]를
얻을 수 있다.삼각형 에서 삼각형 으로 가는 거리가 정사각형 의 어느
방향으로 갈 때 가장 단거리인지 생각해 보기로 하자.
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[그림 2] 삼각형 에서 를 지나 삼각형 로 가는 경우 
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[그림 2]에서 본 것처럼 정사각형 의 삼각형 영역에서 삼각형 으로
갈 수 있는 방향은 크게 선분 , , , 을 지나는 경우이다.
먼저 선분 로 지나가는 경우를 자세히 살펴보면

직선 1 은 → → → 을지나가는경우

직선 2은 → → 을지나가는경우

직선 3은 → 을지나가는경우

직선 4은 → → 을지나가는경우

직선 5은 → → → 을지나가는경우

모두 5가지의 경우이다.

이와 같은 방법으로 정사각형 의 삼각형 영역에서 갈 수 있는 방향의 모
든 경우의 수를 구해보면 각 선분을 지나가는 방법이 모두 5가지의 경우가 있어 총 20
가지의 경우를 생각할 수 있다.

삼각형 에서 선분 를 지나 삼각형 로 가는 직선을 1에서 5로 표현한
것처럼 선분 ,선분 ,선분 를 지나는 직선을 각각 ,,로 표현하면 [그림
3]과 같이 나타낼 수 있다.여기서 [그림 3]은 정사각형 안의 삼각형 에서
삼각형 로 가는 경로를 평면좌표 상에 전개도로 나타낸 것이다.입체도형의 전개
도에 관한 내용은 참고문헌[1,JinAkiyama외 3인,Convexdevelopmentofaregular
tetrahedron,ComputationalGeometry34,2-10,2006]에 잘 정리되어 있다.
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       [그림 3] 높이가 2인 정사각기둥을 좌표평면상에 펼친 전개도

그러면 삼각형 에서 삼각형 로 가는 경우에 대하여 하나씩 생각해 보자.

111...삼삼삼각각각형형형 에에에서서서 를를를 지지지나나나 삼삼삼각각각형형형 로로로 가가가는는는 직직직선선선의의의 경경경우우우

먼저 삼각형 영역안의 점을 (+3,- )이라하면 직선 3의 길이의 제곱은
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3(,)=(+3- )2+(- - )2=9+4 2

이다.두 직선의 길이의 크기 비교는 길이를 제곱하여도 크기의 대소 관계는 불변하므
로 이제부터는 길이의 제곱을 직선의 길이로 생각하고 비교하겠다.

이제 차례로 직선 1, 2, 4, 5의 길이를 구해보자.[그림 2]에서 직선 1는 삼각
형 안의 점을 π만큼 회전시킨 위치까지의 거리이므로 먼저 삼각형 을 점
가 점 에 오도록 평행이동을 시킨 후 π만큼 회전시킨 다음 는 3만큼, 는 2만

큼 평행이동을 시키면 된다.[4]

삼각형 영역안의 점을 구하면 직선 1에 해당하는 점의 위치는

( )cosπ -sinπ
sinπ cosπ (( )+3- -()30)+()32
= ( )-1 0

0 -1( )- +()32
=( )- +3

+2
이고,여기서 직선 1의 길이를 구하면

1(,)= (- +3- )2+(+2- )2= (2-3)2+4
이다.이와 같은 과정을 거쳐 직선 2, 4, 5에 해당하는 점의 위치를 각각 구해보면
직선 2에 해당하는 점의 위치는













cos12π -sin12π

sin12π cos12π

( )- +()31
=( )0-1
1 0 ( )- +()31

=( )+3+1
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이고,직선 4에 해당하는 점의 위치는












cos32π -sin32π

sin32π cos32π

( )- +( )3-1
=( )0 1
-10( )- +( )3-1

=( )- +3
- -1

이며,직선 5에 해당하는 점의 위치는

( )cosπ -sinπ
sinπ cosπ ( )- +( )3-2
=( )-1 0

0 -1( )- +( )3-2
=( )- +3

-2

이다.직선 2, 4, 5의 길이를 구해보면

2(,)= (+3- )2+(+1- )2= (- -3)2+(- +1)2

4(,)= (- +3- )2+(- -1- )2=(+ -3)2+(+ +1)2

5(,)= (- +3- )2+(-2- )2=(2-3)2+4
이다.여기서 직선들의 길이를 비교해보니

1= 5

의 결과를 얻을 수 있다.

222...삼삼삼각각각형형형 에에에서서서 를를를 지지지나나나 삼삼삼각각각형형형 로로로 가가가는는는 직직직선선선의의의 경경경우우우
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앞의 경우와 같이 먼저 직선 3에서의 점을 구하면 (- ,+3)이다.이점을 회전을
시켜서 직선 1, 2, 4, 5을 구할 수 있다.

먼저 직선 3의 길이는

3(,)=(- - )2+(+3- )2=4 2+9
이다.이제 차례로 직선 1, 2, 4, 5의 길이를 구해보자.

직선 1, 2, 4, 5안의 점을 각각 구해보면,직선 1에서의 점의 위치는

( )cosπ -sinπ
sinπ cosπ ( )- +0.5

-0.5+( )-1.5
2.5

=( )-1 0
0 -1( )- +0.5

-0.5+( )-1.5
2.5

=( )-0.5-1.5
- +0.5+2.5 =( )-2- +3

이고,직선 2에서의 점의 위치는












cos32π -sin32π

sin32π cos32π

( )- +0.5
-0.5+( )1.53.5

=( )0 1
-10( )- +0.5

-0.5+( )1.53.5
=( )-0.5+1.5

-0.5+3.5 =( )+1+3
이며,직선 4에서의 점의 위치는
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cos12π -sin12π

sin12π cos12π

( )- +0.5
-0.5+( )-1.5

2.5

=( )0-1
1 0 ( )- +0.5

-0.5+( )-1.5
2.5

=( )- +0.5-1.5
- +0.5+2.5 =( )- -1

- +3
이다.직선 5에서의 점의 위치는

( )cosπ -sinπ
sinπ cosπ ( )- +0.5

-0.5+( )2.52.5
=( )-1 0

0 -1( )- +0.5
-0.5+( )2.52.5

=( )-0.5+2.5
- +0.5+2.5 =( )+2- +3

이므로,직선 1, 2, 4, 5의 길이를 구해보면

1(,)= (-2- )2+(- +3- )2=4+(2-3)2

2(,)= (+1- )2+(+3- )2=(- -1)2+(- +3)2

4(,)= (- -1- )2+(- +3- )2=(+ +1)2+(+ -3)2

5(,)= (+2- )2+(- +3- )2=4+(2-3)2

이다.여기서도 1= 5이므로 앞으로는 각 선분에 대하여 같은 경우를 제외한 4가지
경우에 대해서만 생각하기로 하겠다.

333...삼삼삼각각각형형형 에에에서서서 를를를 지지지나나나 삼삼삼각각각형형형 로로로 가가가는는는 직직직선선선의의의 경경경우우우

여기서부터는 구하는 과정은 생략하고 각 경우에 따른 직선의 거리에 대한 결과 값
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들만을 보이면

1(, )= (- -3- )2+(-2- )2= (2+3)2+4

2(,)= (-3- )2+(-1- )2= (- +3)2+(- -1)2

3(,)= (-3- )2+(- - )2=9+4 2

4(,)= (- -3- )2+(- +1- )2=(+ +3)2+(+ -1)2

이다.

444...삼삼삼각각각형형형 에에에서서서 를를를 지지지나나나 삼삼삼각각각형형형 로로로 가가가는는는 직직직선선선의의의 경경경우우우

여기서도 각 경우에 따른 직선의 거리에 대한 결과 값들만을 보이면

1(,)= (+2- )2+(- -3- )2= 4+(2+3)2

2(, )= (- +1- )2+(- -3- )2=(+ -1)2+(+ +3)2

3(,)= (- - )2+(-3- )2=4 2+9

4(,)= (-1- )2+(-3- )2= (- +1)2+(- -3)2

이다.

위의 계산결과들을 열거해보면 다음과 같이 16가지의 직선의 길이의 값을 얻을 수 있
다.
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1(,)= (- +3- )2+(+2- )2= (2-3)2+4

2(,)= (+3- )2+(+1- )2= (- -3)2+(- +1)2

3(,)= (+3- )2+(- - )2=9+4 2

4(,)= (- +3- )2+(- -1- )2= (+ -3)2+(+ +1)2

1(,)= (-2- )2+(- +3- )2=4+(2-3)2

2(,)= (+1- )2+(+3- )2=(- -1)2+(- +3)2

3(,)= (- - )2+(+3- )2=4 2+9

4(,)= (- -1- )2+(- +3- )2=(+ +1)2+(+ -3)2

1(, )= (- -3- )2+(-2- )2= (2+3)2+4

2(,)= (-3- )2+(-1- )2= (- +3)2+(- -1)2

3(,)= (-3- )2+(- - )2=9+4 2

4(,)= (- -3- )2+(- +1- )2=(+ +3)2+(+ -1)2

1(,)= (+2- )2+(- -3- )2= 4+(2+3)2

2(, )= (- +1- )2+(- -3- )2=(+ -1)2+(+ +3)2

3(,)= (- - )2+(-3- )2=4 2+9

4(,)= (-1- )2+(-3- )2= (- +1)2+(- -3)2

이제 각각의 거리의 크기를 비교하면
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2(,)= 4(,), 3(,) = 3(,), 4(,) = 4(,)

2(,)= 2(,), 3(,)= 3(,), 4(,)= 2(,)
이므로 위의 6가지 경우와 각각의 직선 1, 1, 1, 1의 4가지 경우,총 10가지 경
우에 대해서만 삼각형 의 임의의 한 점에서 삼각형 의 대응점까지의 최단
거리를 생각해 볼 수 있다.임의의 두 점 사이의 거리는 여러 가지 경로 중 가장단거
리이므로 이제 10가지 계산결과들의 크기를 비교하여 거리를 구하도록 하자.
단,여기서 ={(,)|0≤ ≤0.5,0≤ ≤ }이다.

1(,)와 1(,)의 거리를 비교하면

1(,)- 1(,)= (2+3)2+ 4-(2-3)2-4= 24≥0(∵ ≥0)
따라서 1(,)≥ 1(,) 이다.그러므로 1(,)는 제외한다.

1(,)와 1(,)의 거리를 비교하면

1(,)- 1(,)= 4+(2+3)2- 4-(2-3)2= 24 ≥0(∵ ≥0)
이므로 1(,)≥ 1(,)이다.따라서 1(,)는 제외한다.

이제 2(,)와 2(,)의 거리를 비교하면

2(,)- 2(,) = (- -1)2+ (- +3)2- (- -3)2-(- +1)2

= 8(- )≥0(∵ ≥ )
따라서 2(,)≥ 2(,)이다.그러므로 2(,)는 제외한다.

또, 3(,)와 3(,)의 거리를 비교하면
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3(,)- 3(,) = 4 2+ 9-9-4 2

= 4(+ )(- )≥0(∵ ≥0,≥0,≥ )
이므로 3(,)≥ 3(,)이다.그러므로 3(,)도 제외할 수 있다.

4(,)와 4(,)의 거리를 비교하면

4(,)- 4(,) = (+ +3)2+(+ -1)2-(+ -3)2-(+ +1)2

= 8(+ )≥0(∵ ≥0,≥0)
4(,)≥ 4(,)이므로 4(,)는 제외한다.

이번에는 1(,)와 1(,)의 거리는 비교하면

1(,)- 1(,) = 4+(2-3)2-(2-3)2-4

= 4(- )(+ -3)≥0(∵ ≥ , + ≤1)
1(,)≥ 1(,)이다.그러므로 1(,)의 거리도 제외할 수 있다.

이제 남은 4가지 경우 즉, 1(,), 2(,), 3(,), 4(,)의 거리를 살펴보도
록 하자.

먼저 2(,)와 4(,)의 거리를 비교하면

2(,)- 4(,) = (- -3)2-(- +1)2-(+ -3)2-(+ +1)2

= -8(-1)≥0(∵ ≥0, -1<0)
따라서 2(,)≥ 4(,)이므로 2(,)의 거리까지 제외할 수 있다.

처음 생각했던 20가지의 경우들에서 최종적으로 남은 세 개의 거리들에 대하여 생각
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해보기로 하자.여기서는 1(,), 3(,), 4(,)에 대하여 각각의 거리가 같을
때 그때의 ,을 비교하여 삼각형 영역을 살펴보고 영역에 따른 거리를 생각하
려고 한다.
먼저 1(,)= 3(,), 1(,)= 4(,), 3(,)= 4(,)일 때의 값을
같게 했을 때 값을 구해보면 1(,)= 3(,)의 의 값은

2-3+1,- 2-3+1
이고, 1(,)= 4(,)의 의 값은

- +1+ 8 2-24+10
2 ,- +1- 8 2-24+10

2
이며, 3(,)= 4(,)의 의 값은

-1+ 8 2-16+6
2 , +1- 8 2-16+6

2
이다.
여기서 의 영역은 { |0≤ ≤0.5}이므로 1(,)= 3(,)의 의 값은

2-3+1이고, 1(,)= 4(,)의 의 값은 - +1- 8 2-24+10
2 ,

3(,)= 4(,)의 의 값은 -1+ 8 2-16+6
2 라 할 수 있다.

다음 장의 [그림 4]는 삼각형 영역에서의 영역별로 최단거리를 갖는 경우를 나
누어 나타낸 것이다.
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Ⅰ

Ⅱ

Ⅲ

Ⅳ

3= 4

1= 3

1= 4

      [그림 4] 영역에서의 거리 비교

이제 각각의 영역의 임의의 ,의 값을 대입을 하여 거리의 크기를 비교해보면 제Ⅰ
영역에서는 3< 4< 1이고 제Ⅱ영역에서는 4< 3< 1, 제Ⅲ영역에서는

4< 1< 3이며 제Ⅳ영역에서는 1< 4< 3일을 알 수 있다.

즉,제Ⅰ영역에서 임의의 두 점 사이의 거리는 3(,)의 값을 구하면 되고,제Ⅱ,Ⅲ
영역에서는 4(,)의 값,제Ⅳ영역에서의 거리 값은 1(,)의 값을 구하면 된다.
그리고 이들 값 중 최대값이 나오는 점을 선택하면 된다.

그러므로 각각의 영역에 따른 최대값을 비교하여 다음과 같은 정리를 얻을 수 있다.

AAAA

BBBB
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[[[정정정리리리111]]]높이가 2인 정사각기둥에서 중심축의 중점에 점의 대칭성을 이용하여 최장표

면거리를 갖는 점을 구하면 점 (1- 3
2 ,1- 3

2 )이다.

(((증증증명명명))) [그림 4]에서 제Ⅰ영역에서 임의의 두 점 사이의 거리는 3(,)=9+4 2의
값 이므로 의 값이 클수록 두 점 사이의 거리가 크게 된다.따라서 그림의 Ⅰ영역
중에서 가장 큰 거리 값을 가지는 점의 위치는 점 이다.
이제 제Ⅱ,Ⅲ영역을 살펴보면,

4(,)=(+ -3)2+(+ +1)2= 2(+ -1)2+8
은 + 의 값이 작을수록 큰 값을 가지게 된다.왜냐하면 0≤ + ≤1이기 때문이
다.따라서 제Ⅱ,Ⅲ영역의 점 들 중 가장 큰 거리 값을 가지는 점의 위치는 점 이다.
또,Ⅳ영역에서 임의의 두 점 사이의 거리는 1(,)=(2-3)2+4이므로 의 값
이 작을수록 값이 크게 되기 때문에 제Ⅳ영역에서 가장 큰 거리 값을 가지는 점은 점
이다.
이제 점 에서의 거리와 점 에서의 거리를 비교하여 높이가 2인 정사각기둥에서 최
장표면거리를 갖는 점을 찾으면 된다.

먼저 점 는 = 와 = -1+ 8 2-16+6
2 의 교점이므로 교점을 구하면

(1- 3
2 ,1- 3

2 )이다.점 는 =0과 =- +1- 8 2-24+10
2 의 교점이

므로 교점을 구하면 (4- 10
2 ,0)이다.

점 일 때의 거리를 구해보면

3(1- 3
2 ,1-

3
2 )=9+4

2= 9+4(1- 3
2 )

2≓9.072

이다.즉,점 에서 정사각기둥의 중심축의 중점에 대칭인 점까지의 거리가 약 9.072
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가 되는 것이다.
또,점 일 때의 거리를 구해보면

1(4- 10
2 ,0)=(2-3)2+4= (2×4- 10

2 )2+4≓8.675

이다.즉,점 에서 정사각기둥의 중심축의 중점에 대칭인 점까지의 거리가 약 8.675
되는 것이므로 점 의 거리가 점 의 거리보다 더 길다는 것을 알 수 있다.

따라서 결과로부터 [그림 4]의 영역에서 높이가 2인 정사각기둥에서 최장표면거리를

갖는 점을 구하면 점이라는 것을 알 수 있고 이 점은 (1- 3
2 ,1- 3

2 )이다.

■
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제제제222절절절 높높높이이이가가가 인인인 정정정사사사각각각기기기둥둥둥에에에서서서의의의 표표표면면면거거거리리리의의의 계계계산산산

이번에는 밑면의 모양이 정사각형이고 한 밑변의 길이가 1,높이가 인 정사각기둥
이 있다.이 때 정사각기둥 윗면의 한 점에서 최장표면거리를 구하려고 한다.여기서도
중심축 의 중점에 대칭하는 두 점의 표면거리를 구할 것이다.

높이=

[그림 5] 높이가 인 정사각기둥

영역을 좁혀서 삼각형 에서 삼각형 로 가는 경우에 대하여 하나씩 생각해
보자.

앞에 언급한 내용을 바탕으로 정사각기둥을 펼쳐서 삼각형 에서 삼각형
로 가는 경우를 모두 생각해보면 모두 20가지이고

1= 5, 1= 5, 1= 5, 1= 5
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이므로 여기서는 16가지에 대해서만 생각을 하겠다.

2

33

3

(,)

1

4

5

4
5

1

2

4

5

1
2345

21

             [그림 6] 높이가 인 정사각기둥을 좌표평면상으로 펼친 전개도

먼저 기준이 되는 직선 3, 3, 3, 3에서의 점의 위치를 구하면
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3(,)에서의 점 = (+ +1,- ), 3(,)에서의 점 = (- , + +1)

3(,)에서의 점 = (- -1,- ), 3(,)에서의 점 = (- , - -1)
이다.이 점들을 기준으로 각 직선들에 대한 거리를 구하도록 하자.

111...삼삼삼각각각형형형 에에에서서서 를를를 지지지나나나 삼삼삼각각각형형형 로로로 가가가는는는 직직직선선선의의의 경경경우우우

먼저 삼각형 영역안의 점은 (+ +1,- )이므로 직선 3의 길이의 제곱은

3(,)=(+ +1- )2+(- - )2= (+1)2+4 2

이다.두 직선의 길이의 크기 비교는 길이를 제곱하여도 크기의 대소 관계는 불변하므
로 여기서도 길이의 제곱을 직선의 길이로 생각하고 비교하겠다.

이제 차례로 직선 1, 2, 4, 5의 길이를 구해보자.직선 1는 삼각형 안의
점을 π만큼 회전시킨 위치까지의 거리이므로 먼저 삼각형 을 점 가 점 에
오도록 평행이동을 시킨 후 π만큼 회전시킨 다음 는 +1만큼, 는 2만큼 평행이
동을 시키면 된다.[4]

이제 삼각형 영역안의 점을 구하면,직선 1에서의 점의 위치는

( )cosπ -sinπ
sinπ cosπ ( )- -( )+12
= ( )-1 0

0 -1( )- +( )+12
= ( )- + +1

+2

이고,여기서 직선 1의 길이를 구하면
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1(,)= (- + +1- )2+(+2- )2= (2- -1)2+4
이다.
이와 같은 과정을 거쳐 직선 2, 4에서의 점의 위치를 각각 구해보면,직선 2에
서의 점의 위치는













cos12π -sin12π

sin12π cos12π

( )- +( )+11
=( )0-1
1 0 ( )- +( )+11

=( )+ +1
+1

이고,직선 4에서의 점의 위치는












cos32π -sin32π

sin32π cos32π

( )- +( )+1-1
=( )0 1
-10( )- +( )+1-1

=( )- + +1
- -1

이다.
따라서 직선 2, 4의 길이를 각각 구하면

2(,)= (+ +1- )2+(+1- )2= (- - -1)2+(- +1)2

4(,)= (- + +1- )2+(- -1- )2=(+ - -1)2+(+ +1)2

이다.
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222...삼삼삼각각각형형형 에에에서서서 를를를 지지지나나나 삼삼삼각각각형형형 로로로 가가가는는는 직직직선선선의의의 경경경우우우

앞의 경우와 같이 직선 3에서의 점을 구하면 (- , + +1)이므로 이점을 회전
을 시켜서 직선 1, 2, 4, 5을 구할 수 있다.
직선 3의 길이는

3(,)=(- - )2+(+ +1- )2=4 2+(+1)2

이다.

이제 차례로 직선 1, 2, 4에서의 점의 위치를 구해보자.
직선 1, 2, 4에서의 점의 위치를 각각 구해보면,직선 1에서의 점의 위치는

( )cosπ -sinπ
sinπ cosπ (( )-+ +1-( )-0.5

+1.5)-( )-1.5
+0.5

= ( )-1 0
0 -1( )- +0.5

-0.5+( )-1.5
+0.5

= ( )-0.5-1.5
- +0.5+ +0.5 =( )-2- + +1

이고,직선 2에서의 점의 위치는












cos32π -sin32π

sin32π cos32π

( )- +0.5
-0.5+( )1.5+1.5

=( )0 1
-10( )- +0.5

-0.5+( )1.5+1.5
=( )-0.5+1.5

-0.5+ +1.5 =( )+1+ +1
이다.
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또,직선 4에서의 점의 위치는












cos12π -sin12π

sin12π cos12π

( )- +0.5
-0.5+( )-1.5

+0.5

=( )0-1
1 0 ( )- +0.5

-0.5+( )-1.5
+0.5

=( )- +0.5-1.5
- +0.5+ +0.5 =( )- -1

- + +1

이다.
이제 직선 1, 2, 4의 길이를 구해보면

1(,)= (-2- )2+(- + +1- )2= 4+(2- -1)2

2(,)= (+1- )2+(+ +1- )2=(- -1)2+(- + +1)2

4(,)= (- -1- )2+(- + +1- )2=(+ +1)2+(+ - -1)2

이다.

이와 같은 과정을 반복하여 모든 경우에 대하여 다 구하면 다음과 같다.

1(,)= (- + +1- )2+(+2- )2= (2- -1)2+4

2(,)= (+ +1- )2+(+1- )2= (- - -1)2+(- +1)2

3(,)= (+ +1- )2+(- - )2=(+1)2+4 2

4(,)= (- + +1- )2+(- -1- )2= (+ - -1)2+(+ +1)2
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1(,)= (-2- )2+(- + +1- )2= 4+(2- -1)2

2(,)= (+1- )2+(+ +1- )2= (- -1)2+(- + +1)2

3(,)= (- - )2+(+ +1- )2= 4 2+(+1)2

4(,)= (- -1- )2+(- + +1- )2=(+ +1)2+(+ - -1)2

1(,) = (- - -1- )2+(-2- )2= (2+ +1)2+4

2(,) = (- -1- )2+ (-1- )2= (- + +1)2+(- -1)2

3(,) = (- -1- )2+ (- - )2= (+1)2+4 2

4(,) = (- - -1- )2+(- +1- )2= (+ + +1)2+(+ -1)2

1(,) = (+2- )2+(- - -1- )2= 4+(2+ +1)2

2(,) = (- +1- )2+(- -1- )2= (+ -1)2+(- - +1)2

3(,) = (- - )2+(- -1- )2= 4 2+(+1)2

4(,) = (-1- )2+(- -1- )2= (- +1)2+(- - -1)2

이제 각각의 거리에 대한 계산값을 비교해보면

2(,)= 4(,), 3(,) = 3(,), 4(,) = 4(,)

2(,)= 2(,), 3(,)= 3(,), 4(,)= 2(,)
이므로 위의 6가지 경우와 각각의 직선 1, 1, 1, 1의 4가지 경우,총 10가지 경
우에 대해서만 삼각형 임의의 한 점에서 삼각형 까지의 최단거리를 생각
해 볼 수 있다.임의의 두 점까지의 거리를 측정하는데 있어 여러 가지 경로 중 가장
단거리를 거리라 하므로 이제 10가지 계산결과들의 크기를 비교하여 거리를 구하도록
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하자.
단,여기서 = {(,)|0≤ ≤0.5,0≤ ≤ }이고 높이 >1.5이다.

1(,)와 1(,)의 거리를 비교하면

1(,)- 1(,)= (2+ +1)2+4-(2-3)2-4

= 8(+1)≥0(∵ ≥0, >0)
따라서 1(,)≥ 1(,)이다.그러므로 1(,)는 제외한다.

1(,)와 1(,)의 거리를 비교하면

1(,)- 1(,)= 4+(2+ +1)2-4-(2-3)2

= 8(+1)≥0(∵ ≥0, >0)
이므로 1(,)≥ 1(,)이다.그러므로 1(,)는 제외한다.

이제 2(,)와 2(,)의 거리를 비교하면

2(,)- 2(,)

= (- -1)2+(- + +1)2-(- - -1)2-(- +1)2

=4(- )≥0(∵ ≥ , >0)
이고,따라서 2(,)≥ 2(,)이다.그러므로 2(,)는 제외한다.

3(,)와 3(,)의 거리를 비교하면
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3(,)- 3(,)

= 4 2+(+1)2-(+1)2-4 2

=4(+ )(- )≥0(∵ ≥0,≥0,≥ )
3(,)≥ 3(,)이다.그러므로 3(,)는 제외한다.

4(,)와 4(,)의 거리를 비교하면

4(,)- 4(,)

= (+ + +1)2+(+ -1)2-(+ - -1)2-(+ +1)2

=4(+ )≥0(∵ ≥0, ≥0,≥0)
4(,)≥ 4(,)이다.그러므로 4(,)는 제외한다.
여기서 1(,)와 1(,)의 거리는 비교하면

1(,)- 1(,)= 4+(2- -1)2-(2- -1)2-4

= 4(- )(+ - -1)≥0(∵ ≥ , + ≤1)
1(,)≥ 1(,)이다.그러므로 1(,)의 거리도 제외할 수 있다.

이제 남은 4가지 경우 즉, 1(,), 2(,), 3(,), 4(,)의 거리를 살펴보도
록 하자.
여기서 2(,)와 4(,)의 거리를 비교하면

2(,)- 4(,)

= (- - -1)2+(- +1)2-(+ - -1)2- (+ +1)2

= -4(2- )≥0(∵ ≥0,2- ≤0)
2(,)≥ 4(,)이므로 2(,)의 거리까지 제외할 수 있다.
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남은 세 개의 거리들에 대하여도 생각해보기로 하자. 1(,), 3(,), 4(,)에
대하여 각각의 거리가 같을 때 그때의 ,을 비교하여 삼각형 영역을 분석하여
영역에 따른 거리를 생각하려고 한다.
즉, 1(,)= 3(,), 1(,)= 4(,), 3(,)= 4(,)일 때의 값을 같
게 했을 때 값을 구해보면

1(,)= 3(,)의 의 값은 2- - +1,- 2- - +1
이며, 1(,)= 4(,)의 의 값은

- + 2 +
8 2-8 + 2-8+6

2 ,- + 2-
8 2-8 + 2+6

2
이고, 3(,)= 4(,)의 의 값은

- 2+ + 8 2-8 + 2+2
2 ,- 2+ - 8 2-8 + 2+2

2
이다.
여기서 의 영역은 { |0≤ ≤0.5}이고,>1.5이므로

1(,)= 3(,)의 의 값은 2- - +1, 1(,)= 4(,)의 의 값은

- + 2-
8 2-8 + 2+6

2 , 그리고 3(,)= 4(,)의 의 값은

- 2+ + 8 2-8 + 2+2
2 라 할 수 있다.

그러나 여기서는 제2장의 제1절의 경우처럼 높이가 주어지지 않았기 때문에 하나의
점으로 단정 짓는데 어려움이 발생한다.따라서 이해를 돕기 위해 높이에 임의의 값을
대입하여 [그림 4]처럼 표현을 하여 주어지는 높이 값들에 따라 변하하는 최장표면거
리를 표현하는 영역들을 생각해보기로 하자.
다음은 Maple8을 이용[3,5]하여 영역에서 최장표면거리를 갖는 영역을 그래프
로 표현한 것이다.
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[그림 7] =3일 때의 최장표면거리

[그림 8] =6일 때의 최장표면거리
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[그림 9] =15일 때의 최장표면거리

[그림 10] =100일 때의 최장표면거리

A
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앞의 그림들로부터 정사각기둥의 높이를 키워 갈수록 정사각기둥에서의 최장표면거리
를 갖는 두 점은 원점과 즉, (0,0)와 중심축의 중점에 대칭하는 대칭점이라는 것을
생각해 볼 수 있고 다음과 같은 결론을 얻을 수 있다.

[[[정정정리리리222]]]높이가 인 정사각기둥에서 중심축의 중점에 점의 대칭성을 이용하여 최장표

면거리를 갖는 점을 구하면 점 ( - 2-1
2 , - 2-1

2 )이다.또, 의 값을 한없이

키우면 그 점은 원점이 된다.

(((증증증명명명))) 제2장 제1절에서 이미 증명한 것처럼 이 영역에서 최장표면거리를 갖는 점은
점 가 된다. 점 는 = 와 3= 4의 교점이므로 앞에서 계산한

= - 2+ + 8 2-8 + 2+2
2 와 = 의 교점을 구하도록 하자.

= - 2 + + 8 2-8 + 2+2
2 이므로 를 구하면 = ± 2-1

2 이고 의

범위 0≤ ≤0.5안에서 의 값을 구하면 = - 2-1
2 이다.

따라서 높이가 일 때 최장표면거리를 갖는 점은 ( - 2-1
2 , - 2-1

2 )이다.

또, 의 값에서 여기서 의 값을 한없이 키우면

lim
→∞

- 2-1
2 = lim

→∞

2-( 2-1)
2(+ 2-1)= lim

→∞
1

2(+ 2-1)=0

이고,따라서 최장표면거리를 갖는 점은 (0,0)이 된다.
이것을 직선 3(,)에 대입하면 3(0,0)= (+1)2+4 2= (+1)2가 되고,한 변
의 길이가 1인 정사각형을 윗면으로 갖는 정사각기둥에서 높이를 무한히 키우면 대칭인
두 점 사이의 거리도 무한이 된다. ■
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제제제333장장장 결결결론론론

본 논문은 한 변의 길이가 1인 정사각형을 윗면으로 가지는 정사각기둥에서의 중심축
의 중점에 대칭하는 임의의 두 점이 어느 점에서 최장표면거리를 갖는지를 비교하여
높이가 2일 때와 높이가 일 때의 최장표면거리를 갖는 점을 찾는 연구이다.
먼저 정사각기둥의 밑변의 길이가 이고 높이가 2일 때,윗면인 정사각형의
영역을 삼각형 로 제한하고,정사각형 의 각각의 선분을 지날 때의 거리를

하나하나 비교하여 거리를 구하면,최장표면거리는 갖는 점은 (1- 3
2 ,1-

3
2)이

다.
그리고 정사각기둥의 밑변의 길이가 이고 높이가 일 때,최장표면거리를 갖는 점은

( - 2-1
2 , - 2-1

2 )이고,높이 를 한없이 키우면서 최장표면거리를 갖는

대칭인 두 점을 찾으면 이 점은 정사각형의 무게중심 다시 말해,[그림 6]과 같이 펼칠
때 원점이 됨을 알 수 있었다.
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