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Inthispaper,weapplythemethodofbestdegreereductionof
polynomialtopolynomialswithtwovariables.Thisstudyshow
thatbestdegreereduction ofpolynomialcannotbeappliedto
degree reduction of polynomials with two variables in

∞
.Butitcan be applied to polynomials with two

variablesin .



- 1 -

ⅠⅠⅠ...도도도입입입

선박,차체,비행기와 같은 곡선과 곡면으로 이루어진 모양을 디자인하기위
해 여러 가지 시도들이 있었다.하지만,기하학적인 모형들을 디자인하기위한
수식적인 표현은 이루어지지 않았다.프랑스 선박 기술자 Bezier,P.E.
(1910-1999)는 기하학적인 곡선들을 모형화 하기위해 곡선을 고안하였는데,
이 곡선이 베지어 곡선(Beziercurve)이다.

베지어 곡선은 그 수학적인 특성 때문에 현재,비행기,자동차,배 등의 각
종 제품의 설계를 위한 공학 CAGD(ComputerAidedGeometricDesign)혹
은 CAD/CAM에 널리 이용되고 있으며,DTP시스템 등에 사용되는 외곽선
폰트의 기술에도 이용되고 있다 [14,17].이처럼,컴퓨터 그래픽 분야에 이용
되는 베지어 곡선의 중요한 문제 중 하나가 곡선의 차수 감소 문제이다 [7].
곡선의 차수 감소란,주어진 n차의 베지어 곡선의 n-1차 근사 베지어 곡선
을 찾는 문제이다.일반적으로,차수 감소는 정확하게 행해질 수 없기 때문에
그것은 오차문제를 야기 시킨다 [1].최근 30년간 베지어 곡선의 차수 감소에
대한 많은 논문들이 나왔다 [9].

번스타인 다항식으로 표현되는 베지어 곡선은 번스타인 다항식의 직교적이
지 않은 성질 때문에 근사문제에 있어서 그것의 적용에 많은 한계를 갖는다
[1].몇몇의 직교적 다항식들이 차수감소의 분야에서 소개되었다.제1형의 체
비셰프 다항식은 

∞
 에서 최적 근사를 얻기 위해 사용되며,제2형

의 체비셰프 다항식은   에서 최적 근사를 얻기 위해 사용된다.르

장드르 다항식은   에서 최적 근사를 얻기 위해 사용 된다[3,10].

현재까지 많은 논문들은     ∞ 에서 일 변
수 베지어 다항함수의 차수 감소를 다루었다.
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본 연구에서 우리는 이것을 이 변수로 확장하려고 한다.2장에서는 베지어
곡선과 르장드르 다항식 그리고,체비셰프 다항식에 대해 설명을 하고,특히,

∞
 에서는 일 변수에 적용했던 최적 차수 감소 방법이 이 변수에서

적용되지 않음을 보이고, 
∞
 에서와는 다르게,  에서는

일 변수에 적용했던 최적 차수 감소 방법이 이 변수에서도 동일하게 증명됨
을 3장에서 보일 것이다.끝으로,4장에서 이 논문을 결론지을 것이다.
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ⅡⅡⅡ...서서서론론론

베지어 곡선은 드 카스텔죠가 처음으로 발전시킨 순환 알고리즘에 의해 정
의될 수 있다.하지만,알고리즘의 형태보다는 비순환적인 공식의 형태에서
베지어 곡선을 나타내기위한 명백한 표현을 가질 필요가 있다.더욱이,이것
은 이론적인 발전을 꽤 촉진시킬 것이다 [4].

AAA...Beziercurves

이 곡선은 컴퓨터 그래픽에서 부드러운 곡선을 만드는데 널리 사용되고 있
으며,3가지 형태가 알려져 있다.

1.선형 베지어 곡선
점  와  이 주어지면,선형 베지어 곡선은 단지 두 점 사이의 직선일

뿐이다.곡선은       ∊    이다.

2.2차 베지어 곡선
함수   ,점      를 이용해 그려지는 경로(path)이다.곡선은

        ∊  이다. 트루타입 글
꼴1)은 2차 베지어 곡선으로 만들어진 베지어 스플라인(spline)을 사용한다.

3.3차 베지어 곡선
평면,또는 3차원 공간에서 4개의 점        가 3차 베지어 곡선을

註 1)윈도우즈에서 주로 사용하는 글꼴로 미국의 MS사와 Apple사에 의해 공동
으로 개발되었으며,글자의 외곽선 정보를 사용하기 때문에 각종 그래픽 프로그
램에서 문자에 다양한 효과를 줄 수 있는 글꼴이다.
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정의한다.곡선은 을 출발해    는 거치지 않고, 에 도착하며 와
사이의 거리는 로 돌아서기 전 와 곡선간의 거리를 결정한다.곡선은

                         ∊     이

다.이미징 시스템2)은 구부러진 모양을 그리는데 3차 베지어 곡선으로 만들
어진 베지어 스플라인을 사용한다.

이를 일반화하면,n차의 베지어 곡선은 점     ⋯  이 주어질 때,

   
  

  
      


          

 
      


     ⋯



이다.즉, 

   
 
      


          ⋯     ≤  ≤ 

  
  






     ∊   로 베지어 곡선은 n차 번스타인 다항식으

로 표현된다.베지어 곡선의 성질은 다음과 같다.

aaa...아아아핀핀핀 불불불변변변성성성 :::베지어 곡선의 중요한 성질은 아핀 사상 아래서 불변하

다는 것이다.베지어 곡선   
  






     ∊   에서

(1)점   를 계산하고 난 후,이 점들에 아핀 사상을 준 경우.
(2)조정 다각형에 아핀 사상을 주고 나서,변수값 t에서 사상된 다각형 값을
구한 경우.

註 2)80년대 후반에 광파일 시스템이라는 용어로 소개되어 95년 이후부터 이미
징 시스템으로 불리 우기 시작했으며,스캐너를 통해 종이문서나 표면 등을 컴퓨
터에 입력하고 색인을 첨부해 저장,관리하는 시스템이다.최근에는 이미지에 주
석,음성 및 동영상 메시지 등 부가정보를 추가해 저장하고 다양한 정보를 검색
해볼 수 있도록 지원되고 있다.
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즉,    →     ∊        ⋯    
  






  

로서,위 두 과정을 행한 것이 같은 결과를 얻는다는 것을 의미한다.하지만,
이것은 원근 사상 아래에서는 불변성을 내포하지 않음에 주목한다.곡선은
원래 곡선의 원근 이미지는 아니기 때문이다.

bbb...볼볼볼록록록 껍껍껍질질질 성성성질질질(((CCCooonnnvvveeexxxhhhuuullllllppprrrooopppeeerrrtttyyy))):::이 성질은 주어진 조정점에
의해 정의된 베지어 곡선은 항상 그 조정점들에 의해 결정되는 볼록 껍질 안
에 존재한다는 것이다.이 성질은 베지어 곡선의 정의에 의해 사용된 블렌딩
함수 (조절점의 개수보다 차수가 하나 낮은 다항함수)가  ∊    


  






     이 되기 때문이다.볼록 껍질 성질은 두 베지어 곡선 간에 교

차점을 구할 때 매우 유용하게 사용되는데,그 이유는 두 개의 곡선에 해당
되는 볼록 껍질 간의 교차여부를 간단히 검사하여 그들 간에 겹치는 영역이
없으면 두 곡선간의 교차점 계산을 안 해도 되기 때문이다.

ccc...종종종점점점 보보보간간간법법법 :::베지어 곡선은  에서 시작해서 
에서 끝이 난다.즉,

     인 경우에 대해          이다.

ddd...대대대칭칭칭성성성 :베지어 곡선 
  






   와 
  



   


   는 반대 방향 곡

선이다.즉,두 베지어 곡선의 조정점들을              처럼
거꾸로하여도 같은 곡선이 생성된다는 것이다.단지 그들이 움직이는 방향만
다를 뿐이다.따라서,번스타인 다항식은 t와 1-t에 대하여 대칭적이라고 말
한다.
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eee...무무무게게게중중중심심심 조조조합합합 아아아래래래서서서의의의 불불불변변변성성성 :::베지어 다각형으로부터 베지어
곡선을 형성하는 과정은 무게중심 조합의 불변성을 남긴다.   에
대하여


  



   


    
  






    
  






  

을 얻는다.우리는 곡선위에 일치하는 점들의 가중치를 얻음으로써 혹은 일
치하는 조정점들의 가중치를 얻음으로써 구조화하여 곡선을 산출한다.

fff...선선선형형형 정정정밀밀밀도도도 ::: n개의 계수     ⋯   를 가진 주어진 베지어

곡선 
  에 대하여 새로운 계수를  라 할 때,


  

 


 
      


      

  




 
      


   

를 만족한다고 하자.

 



   




        ⋯  

가 되어,이 다각형으로부터 얻어진 곡선은    사이의 직선이 된다.이
러한 성질을 선형 정밀도라 한다 [4].

이러한 성질을 지닌 베지어 곡선은 안정적인 형태를 만들고,계산하기도 쉽
기 때문에 현재 널리 쓰이고 있다.
지금,다음과 같은 두 베지어 곡선을 생각하자.

 
 



 


    
 



  


 

           ∊     ∞ 

로써,이는 베지어 곡선   에 대한 근사   와의 오차거리함수를 의미
한다. 상에서의   와   의 거리는
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이다 [3,7,11].즉,오차거리함수를 최소화하는 근사   를 구하는 것이 베
지어 곡선의 최적차수감소방법이다. 우리는 3장에서 

∞
  과

 에서의 차수감소에 관해 좀 더 자세히 언급하도록 할 것이다.
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BBB...르장드르 다항식

AdrienMarieLegendre의 이름을 따서 지어진 르장드르 함수는 르장드르
미분방정식의 해들로서 다음과 같다.




  


          

이 미분방정식은 주로 과학과 전문적인 분야에서 볼 수 있는데 특별히,구면
좌표에서 Laplace방정식을 풀 때 이용된다 [6].르장드르 미분방정식의 해들
은 구간     에서 유한이며,직교적 다항식의 수열형태를 가진 이 해들을
르장드르 다항식이라고 한다.그래서,르장드르 다항식은 구간     사이
에 있는 함수들을 근사시킬 때 많이 사용하며,베지어 곡선의 최적차수감소
에도 르장드르 다항식이 쓰이는 것은 바로 이러한 이유 때문이다.
각각의 르장드르 다항식 


 은 n차 다항식으로 Rodrigues'formula]:

    







   ,         ⋯

로 표현될 수 있다 [2,6].즉,

    

    

    

  

    

  

    

    

    


     

    


    

⋮
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로서,다음과 같은 순환 관계를 만족 한다.

         









[그림１:르장드르 그래프]

르장드르 다항식이 구간     에서 직교성을 갖는다는 것은 이미 앞에
서 언급한 바 있다.즉,르장드르 다항식 


 은         ⋯ 일 때,

구간     에서 다음을 만족한다.






     




   ≠


 
   

또한,르장드르 다항식의 일반화 함수는




∞

  
  

 

로 표현된다.
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르장드르 다항식 

 에서 구간     에 대하여   을 대입하

여 정리하면 다음과 같다.

    

    

       

        

           

⋮

여기서,임의의 다항식 를 생각하자.

 





   ⋯ 


 ∊     .

그러면,이 다항식의 최적 차수 감소를  라고 할 때,

     





 , :상수

로 나타내어진다.즉,α 를 다음과 같이 놓으면,

         





 의  은

 
   






 

가 되므로,이는 오차거리함수를 의미한다.즉,오차거리함수를 최소화하는

근사  를 구하는 것이 최적 차수 감소 방법이다.이런 이유로,르장드르
다항식이 최적 차수 감소를 구할 때 이용되는 것이다.
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CCC...체비셰프 다항식

Pafunty Chebyshev 의 이름을 따서 지어진 체비셰프 다항식은 Fibonacci또는
Lucas숫자와 같이 반복적으로 쉽게 정의되는 Moiver의 공식 [6]과 관련된 직교적 다
항식의 제1형 체비셰프 다항식의 해들이 다항식 보간법에서 노드로써 사용되어 체비
세프 노드라고 불리우기 때문에 근사 학설에서 매우 중요하다.보간법 다항식의 결과
는 Rung현상의 문제를 최소화하고 [6],

∞
 에서 최적의 근사를 제공하므

로,제1형의 체비세프 다항식은 
∞
 에서 근사할 때 사용되고,제2형의 체비

세프 다항식은   에서 근사할 때 사용 된다 [13].

제1형의 체비세프 미분 방정식은

  



  


   

이고,제2형의 체비세프 미분 방정식은

   


  


     

이다 [12].이들 방정식은 Sturm-Liouville미분방정식의 특별한 경우이며,체비셰프
다항식은 이들 미분방정식의 해가 되는 함수들이다 [2,6].
제1형의 체비세프 다항식은

 


















⋮
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로서,다음과 같은 관계식을 만족한다.
              ⋯









[그림2:제1형의 체비셰프 그래프]

또한, 이 다항식은 삼각 항등원에 의해서도 정의될 수 있다. 즉,
        ⋯ 일 때,

            

  
 
      


      ⋯

    

이다.
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제2형의 체비세프 다항식은
    

    

     

     

     

    

    

⋮

로써,다음과 같은 관계식을 만족한다.

          

제2형의 체비세프 다항식 역시 삼각 항등원에 의해 정의될 수 있다. 즉,
          ⋯ 일 때,



          

   

이다.제1,2형의 체비세프 다항식 

 와 


  도 르장드르 다항식과 마찬가지

로 구간    에서 직교적이다.

제1형의 체비셰프 다항식에서는 무게함수     

 

에 대하여






  


  







  ≠ 
    



   ≠

이고,이것은        

        에 의해서 증명될 수 있

다.
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제2형의 체비셰프 다항식에서는 무게함수     에 대하여






   




  ≠ 



  

이다 [6].
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ⅢⅢⅢ...이이이 변변변수수수 다다다항항항함함함수수수의의의 차차차수수수 감감감소소소

여러 다항함수의 차수감소 중에서 이 논문은 
∞
 ,  상에서 베

지어 다항함수의 차수감소에 대해 연구를 한다.베지어 다항함수는 제어점들이 다항식
을 결정하므로,그 제어점들을 가지고 최적 차수 감소를 행하게 되는 것이다 [15].일
변수에서는 제어점들이 벡터형태이지만,이 변수에서는 행렬로 표현이 된다.
즉,일 변수에서 차의 베지어 곡선은 점     ⋯   이 주어질 때,

  
  






     ∊ 

로서,n차 번스타인 다항식으로 표현 되고 [8,10],이 변수에서의 n차 베지어
곡면은

      
 








  

         ∊ 

로 표현이 된다.

정정정의의의...
 

   는 이 변수 차 번스타인 다항식이다.이때, 
       

  

  

라고 하자.

AAA... 에서 이 변수 다항함수의 차수 감소

일 변수에서 두 르장드르 다항식     은 구간     에서 서로
직교하므로
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  ≠  ≤≤

을 만족함을 이미 알고 있다 [5,11].그렇다면 이 변수에서도 이 같은 성질이
동일하게 적용이 되는지 알아보자.

정정정의의의...
      는 이 변수 르장드르 다항식이다.이 때,          

라고 하자.

정정정리리리 333...111
이 변수 르장드르 다항식    와       는 구간     에서 서로
직교한다.즉,











 ⋅   

 ≤    ≤    ≤    ≤       ≠  이다.

증증증명명명...
이 변수 르장드르 다항식   와      는

               

               

로 정의되므로,      ⋅      는

     ⋅       ⋅  

로 표현된다.
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⋅

 









   ⋅   











  ⋅   











 ⋅











       ≠   □

차 다항식의 르장드르 형태에서 근사의 구조와 번스타인 형태로의 변환은
효율성과 정확성을 제공한다.  ∊      에서 차 번스타인과 르장드르
기저로 표현된 차 다항식  를 생각하자.

 
 






  
 



 

위 식에서 르장드르 계수     ⋯   에서 번스타인 계수

    ⋯   로의 사상이 되고,그 역도 성립한다.



 
                         



⋮




 
                         



⋮




 
                         



⋮






 
                         



⋮


여기서, 
 은 르장드르-번스타인 변환 행렬이다.따라서,n차 다항식  

는 르장드르-번스타인 변환 행렬 
 을 사용하여 다음과 같이 최적차수감소

 를 구할 수 있다.
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  →   ⋯  
  



 
                         



⋮


↓






 







  ←

 
                                  




⋮





 
                         



⋮


여기서,최적차수감소 행렬을 라고 할 때,위의 표현을 다시 다음과 같이
나타내 보면,

 
                         



⋮


→

 
                         



⋮





 ↑  ↓

 
                         



⋮


→

 
                                  




⋮








가 되어,최적차수감소 행렬은      
 

 로 구해짐을 알 수 있

다.여기서, 

은 마지막 제어점을 제거하는 행렬로써   ×  행렬

이다.즉,

      
 
      

  
     

 
              

   
   
   

 ⋯
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르장드르-번스타인 변환 행렬 
 의 원소들은

    

 
      





         

  

    
      



 
      



 
      


  ≤    ≤ 

또는

 

 
      





         

  

    
      



 
      



 
      




으로 표현이 된다 [5].

예예예제제제 111...         ⋯ 에 대하여,르장드르-번스타인 변환 행렬 
 은

다음과 같이 나타내어진다.
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 ⋯

르장드르-번스타인 변환 행렬 
 의 역행렬 



 의 원소들은

 
      


 
      


 

  



  

 
      




 
      




 
      




으로 표현된다 [5].

예예예제제제 222...         ⋯ 에 대하여,르장드르-번스타인 변환 행렬의 역행

렬 


 은 다음과 같이 나타내어진다.
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 ⋯

예예예제제제 333...         ⋯ 에 대하여,최적차수감소 행렬 

은 다음과 같이

나타내어진다 [12].

 
 
        








  

 
                          




























 

 
                                            























































 

 
                                                              

























































































 ⋯
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정정정리리리 333...222...
 는    ⋯   을 제어점으로 갖는 주어진 차 베지어 다항함수

이다.  는         을 제어점으로 갖는 차 베지어 다항함수

이다.       ⋯           ⋯      가 될 때,

에서   는  의 최적 차수 감소이다.

증증증명명명...

 는          을 제어점으로 갖는 차 베지어 다항함수이

므로. 가 다음과 같이 르장드르 기저의 표현식을 갖는다고 하면,

  
  






   
  



  

    
  



                        

       
  

 

    
  

 

  
 

       을 만족한다.

그럼,이제  에서  가  의 최적 차수 감소임을 보이자.

모든 
  

∊   에 대하여     가      
  

 


 

  의 르장

드르 기저 표현식을 갖는다고 하면,

      
 

  



    
  

 

 

    

여기서, 
    

    ≤ ≤  이라고 놓으면,
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        ⋯             



≥    
      



따라서,     


          
   ∊   을

만족하므로, 에서   는  의 최적 차수 감소이다. □

보보보조조조 정정정리리리 333...333...
차의 이 변수 다항함수      는 다음과 같이 번스타인과 르장드르를 기
저로 하는 표현식을 갖는다.

 





 





 


   






 



 

여기서,  
    

   이다.

증증증명명명...

      
  




  



  

  


   이 






 



  가 됨을 보이

자.

      
  




  





  


  


 




  





 


        모든  ≤  ≤

 
  




  





  


  

 
 




 





 


      모든  ≤ ≤ 
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하지만,   
 



 에서 행렬

 
 를 계산할 수 없으므로

행렬  의 행벡터를 
 라고 하면,

        


        

이 되므로
   

  
   

      

가 된다. □

일 변수에서는 르장드르에서 번스타인으로의 변환행렬이 


 이었지만 이

변수에서는 
 

     

  로써 일 변수의 변환행렬과는 다름을 알 수 있

었다.그렇다면,일 변수에서의 최적차수감소 방법이 이 변수에서도 동일하게
적용되는지를 알아보자.

정정정리리리 333...444.
   는        ≤   ≤ 를 제어점으로 갖는 주어진 이 변수

차 베지어 다항함수이다.    는 
를 제어점으로 갖는 이 변수

   차 다항함수이면, 에서   는    의 최적 차수
감소이다.

즉,         


           


   ∊  

증증증명명명...

  는 
를 제어점으로 갖는 이 변수    차 다항함수이다.

   가 다음과 같이 르장드르 기저의 표현식을 갖는다고 하면,
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       을 만족한다.

우선,     
  




  



  

     

  




  



    르장드르 기저의

표현식을 갖을 때,      
  



      
  

 

     

의 제어점이 
가 됨을 보이자.

최적 차수감소 행렬을 라 할 때,        

  로 구해진다는

것은 이미 앞에서 설명하였다.
에       

  을 대입하면


  



   


 

 


  

  




위 식에서 
 
   

   
 
   

 
      로써 차 르장드르 제

어점이 되므로,     
  




 



  

     

  




 



     이 성립

한다.


     
 
    

   
 


  

         

  

이 되어,    

    

   ≤   ≤  로써, 차 르장

드르 제어점이 되므로,        
  

  


  

  

   
       이 성립한다.
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 차 번스타인 제어점이 되어,       
  

 


 

 

   
 
     이

성립한다.즉,   의 제어점은 
임을 알 수 있다.

그럼 이제,  에서   가    의 최적 차수 감소임을 보이자.

모든        ∊   에 대하여         
  

  


  

  

  
        의

르장드르 기저 표현식을 갖는다고 하면,
























  

이다.여기서,  
      

   ≤   ≤  이라고 놓으면,

 
 


⋯



⋯

⋮ ⋮ ⋮

⋯

≥ 




 







  

        


                


    ∊   
을

만족하므로, 에서   는    의 최적 차수 감소이다. □
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BBB... 
∞에서 이 변수 다항함수의 차수 감소









  → 

↓









  ← 

<최적 차수감소 방법 >

위의 그림은 일 변수 베지어 함수의 최적 차수감소 방법으로 기존의 조정점

행렬에 최적 차수감소 행렬 T를 곱해서 새로운 조정점 를 얻어 최적 차
수감소를 구하는 방법이다.일 변수 베지어 다항함수의 차수 감소 행렬 T는
다음과 같이 이미 잘 알려져 있다 [16].
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 ⋯

자,이제 이 방법이 이 변수 베지어 곡면에도 동일하게 적용이 되는가를 알
아보자.

문문문제제제...
∞
 에서 일 변수 베지어 다항함수의 최적 차수감소 행렬이

 일 때,이 변수 베지어 곡면의 최적 차수감소 행렬은  
 인가?

풀풀풀이이이...

n차 베지어 곡면은      
  








  

         ∊  이므로

여기서,   인 경우를 살펴보자.
그러면,1차 베지어 곡면은 다음과 같이 표현이 되고

     
  




  



 
      

그 제어점들은

 
 
        

 

 
  




    ≠   
           

 
      

 
 

이다.
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일 변수 1차 베지어 곡선에서는 제어점이 2개이므로,최적 차수감소 행렬이

   





 가 되어,

     





 
      

 
 

 
                          






   



 
                          






  



이 된다.하지만,     는
               ∊     

를 최소화하는   ∊  로서,     의 치역이    이므로

      

이 된다.따라서,

     

 ≠       




가 되어,
∞
 에서 일 변수 베지어 다항함수의 최적 차수 감소 방법

이 이 변수 베지어 곡면의 최적 차수 감소 방법으로는 동일하게 적용되지 않
음을 알 수 있었다. □
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ⅣⅣⅣ...결결결론론론

현재까지 많은 논문들은     ∞ 에서 일
변수 베지어 다항함수의 차수 감소에 대해서만 증명이 되었다.그래서,본 연
구에서는 일 변수 베지어 다항함수를 이 변수로 확장하여 일 변수의 최적 차
수 방법을 이 변수에 적용했을 때,동일하게 증명되는지를 알아보고자 하였
다.그 결과 

∞
 에서는 일 변수의 최적 차수 감소 방법이 이 변수

에서 적용되지 않았음을 보였고,∞
 에서와는 다르게, 에

서는 일 변수의 최적 차수 감소 방법이 이 변수에서도 동일하게 증명됨을 알
수 있었다.
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