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ABSTRACT

A note on analysis and guidelines for teaching of 
a field of algebra 

( Focusing on 10th level ) 

Sun-WonKim

Advisor:Prof.Soon-cheolPark,Ph.D.

MajorinMathematicsEducation

GraduateSchoolofEducation,ChosunUniversity

Everystudyisbasedonmathematics.Andso,teachershavetoteach

mathematicalthoughts and its treatment-method.The concepts ofthe

algebraicstructureisthemostimportanceinthestudyofmathematics.

Inourschools,studentsmeetthealgebraicstructureofabstractalgebra,

buttheyarelackinginunderstandingittheoreticallybecauseitscontents

consistofpassivequestionssolvedbymemorization.Thuswedealwith

thecontents,principleandlaw ofalgebraicstructureinhighschool.

Firstofall,this study is composed ofa field ofalgebraic in 7th

curriculum inhighschool,andthenweintroducethedefinitionsandbasic

theoremswithrespecttothestructureofgroups,ringsandfields.We

analyzethealgebraicstructuresandsomeexampleswhichareappliedon

mathematicstextbooksinhighschool.Theresultofthestudyisexpected

to apply in ofaffective teaching methods which are concerned with

algebraicconceptsandstructurestoteacherandthesehelphighschool

studentstounderstandthealgebraicconceptsandstructures.
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Ⅰ.서론

1.연구의 필요성과 목적

 학교 교육에서 수학교육의 목적은 기본적인 개념, 원리, 법칙을 이해하고 사

물의 현상을 수학적으로 관찰하여 해석하는 능력을 기르며, 실생활의 여러 

가지 문제를 논리적으로 사고하고 합리적으로 해결하는 능력과 태도를 기르

는 것이다.([7]) 수학은 사회가 정보화 되어감에 따라 사회의 기본적 기능의 

수행과 발전을 위해 핵심적인 역할을 담당하게 되었고, 그에 따라 자연과학 

뿐 아니라 인문, 사회과학, 경제학, 정보통신 공학 등에서도 폭 넓게 이용되

고 있다. 지식의 양이 폭발적으로 증가하는 21C 정보화 사회에서 수학은 이

와 같이 다양한 분야에서 사용될 뿐만 아니라 다른 교과 학습에 기초가 되는 

교과로 학교 교육에서 수학교육이 차지하는 비중이 매우 높아지는 실정이므

로 교육현장에서는 수학 교육이 매우 중요함을 더욱 인지하여야 할 것이다.

 ‘수와 연산’, ‘문자와 식’을 주로 다루는 수학의 영역인 ‘대수’ 는 초등학교에

서 고등학교까지 학습하게 되는 방정식과 부등식이 주된 내용이라고 할 수도 

있겠으나, 대학에서 배우는 대수학은 단순히 방정식과 그 해에 관한 연구에 

국한되지 않고 군, 환, 체와 같은 수학적 구조에 관한 연구를 포괄하는 보다 

넓은 개념으로 이해되고 있다. 

 대수학에서 가장 기본이 되는 대수적 구조는 군이다. 군의 구조에 대한 내

용은 초∙중등학교에서는 구체적으로 명시하고 있지는 않지만, 알게 모르게 다

루는 기본적인 내용이다. 고등학교 수학 교과서를 살펴보면, 대수학에서 다루

는 여러 가지 대수적 개념과 이론이 밑바탕이 되어 교과서가 저술되어 있음

을 알 수 있다. 즉 대수적 구조에 관한 개념과 성질을 바탕으로 추상적 단계

에서 개념을 조직하고 적용하는 수단과 일반화와 통찰을 가능하게 하는 방법

을 제공하고 있는 것이다. 이러한 면에서 대수에 대한 이해는 그 자체 이외
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에도 해석, 통계, 기하 등의 학습에도 필수적이라 할 수 있다. 따라서 학생들

이 수학교육의 목적을 이루기 위해 대수적 구조에 대한 근본적인 이해가 선

행되어야 할 것이다.([15])

 본 논문에서는 문자식의 일반적인 특성을 이해하고 형식적인 처리를 할 수 

있으며 문자가 상황에 따라 미지수, 상수, 변수를 나타낸다는 것을 이해할 뿐 

아니라 수의 계산 법칙이 문자식의 계산에도 적용될 수 있음을 알고 조작할 

수 있는 상태, 즉 완전히 형식적 조작기에 해당하는 고등학교 학생들이 학습

하는 10단계를 중심으로 다룬다. 따라서 대수적 구조에 관한 개념 및 성질을 

체계적으로 이해하고 활용할 수 있도록 하기위해, 대수학에서 가장 기본이 

되는 군(group), 환(ring), 체(field), 정역이 고등학교 과정에서 어떻게 제시

되고 있는지 예를 분석함으로써, 효율적인 교수-학습에 도움이 되고자 한다.

2.연구의 제한점

 현재 제 7차 고등학교 수학과 교육과정을 바탕으로 한 검인정 교과서는 여

러 가지가 있지만 본 연구에서는 대한교과서(주), 중앙교육진흥연구소, (주)두

산의 10-(가)를 중심으로 대수적 구조와 관련된 내용을 발취하고 고찰하였으

며 이들의 지도 내용을 살펴봄으로 대수영역 지도의 방안을 모색하였다. 

 다만 본 논문에서는 학습자들의 대수영역에 관한 학습 실태는 직접 조사하

지는 못했음을 밝혀둔다.
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Ⅱ.대수의 기본 개념과 구조

1.NCTM에서 발표한 ‘수학적 구조’에 대한 규준

 미국수학교사협의회(NCTM)에서 발표한 ‘학교수학을 위한 교육과정 및 평가 

규준집 (Curriculum and Evaluation Standards for School Mathematics)’

의 고등학교 교육과정의 규준1부터 규준14중에서 14번째 규준인 [규준14 : 

수학적 구조]에는 다음과 같은 내용이 있다.([23])

   수학의 구조는 마치 현대적인 건물의 철골 구조와 같다. 학생들은 이러한  

  구조를 깨달아야 하며, 어떻게 해서 그것이 다양한 내용이 구축되는 강력  

  한 기초를 제공하는지 또 어떻게 그것이 서로 다른 요소들을 동시에 가지  

  고 있는지를 알아야만 한다. 예를 들어, 이러한 구조들 중에 하나는 산수,  

  대수, 함수, 그리고 기하학적 변환 등 다양한 수학적 대상과 연산이 내재되  

  어 있는 결합성이다. 이러한 포괄적인 구조적 원리의 의식은 학생들로 하  

  여금 새로운 수학적 내용을 더 구성적으로 접근할 수 있게 해주며, 내용을  

  더 오랫동안 기억할 수 있게 하는 틀을 제공해 준다. 

   그 결과 학생들은 - 

  ① 실수 체계와 실수의 여러 가지 하위 체계 (유리수, 정수 등)를 구조적   

     특징에 비추어 비교하고 대조할 수 있어야 한다.

  ② 대수적 절차의 논리를 이해할 수 있어야 한다.

  ③ 외견상 다르게 보이는 수학적 체계가 본질적으로 같을 수도 있다는 것  

     을 음미할 수 있어야한다.

  ④ 복소수 체계를 이해하고 복소수 계산을 잘 할 수 있어야 한다.

  ⑤ 군, 체와 같은 여러 가지 수학적 구조 내의 기본 정리를 증명할 수 있  

     어야한다.

  ⑥ 공리적 체계의 성격과 목적을 이해할 수 있어야 한다.
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 따라서 NCTM의 규준에 비춰, 본 논문의 목적에서 밝힌바와 같이 고등학교 

수학에서 많은 비중을 차지하는 대수의 구조에 대해 고찰하기로 한다.

2.대수의 기본 개념

 대수의 역사에 따르면 기호대수의 발달이 변수와 함수 개념 발달에 결정적 

역할을 하였고 또한 군, 환, 체 등과 같은 추상적 관념의 점진적 발달을 가능

하게 하였다. 현재 고등학교 과정을 살펴보면 수와 연산, 방정식과 부등식 그

리고 함수(변수) 개념 등은 대수 학습에서 중심역할을 하는 개념이다.([11])

 NCTM의 규준에서 언급했듯이 대수학습의 가장 중요한 내용 중 하나는 수

와 식 그리고 함수 등 다양한 수학적 대상의 개념을 정확히 이해하고, 이들 

대상과 연산의 결합성을 파악하는 것이다. 특히 변수는 산술적 사고와 대수

적 사고를 구분 짓고 대수적 사고를 이해하는데 핵심적인 역할을 하는 개념

으로, 학교수학에서 대수를 이해하는데 바탕이 되는 기본적인 개념이다. 그러

므로 학교수학에서 변수 개념을 명확하게 이해하고 이를 통해 대수에 관한 

수학적 기초를 형성해 여러 가지 수학적 사고 경험을 의미 있게 사용하는 것

은 매우 중요한 일이라 할 수 있다.

3.대수의 개념에 따른 변수의 사용

 변수는 산술적 사고와 대수적 사고를 구분 짓고 대수적 사고를 이해하는데 

핵심적인 역할을 한다. 대수 학습에서 무엇보다도 중요한 것은 변수 기호와 

관련된 형식적인 사고이다. 하지만 학교수학에서는 변수의 의미를 올바르게 

이해할 수 있는 적절한 학습 경험을 주어주지 못해 그 결과로 학생들은 변수

에 대한 이해가 매우 빈약한 상태이다. 

 중등수학에서 문자는 수와 함께 문자식을 이루는 기호로서 계산 대상이기도 

하지만, 미지수를 나타내거나 도형이나 일반화된 법칙과 공식을 나타내며 또
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한 변하는 값이나 어떤 집합에 속하는 임의의 원소를 나타내는 문자라는 의

미로서 변수로 사용되고 있다. 그러나 교과서에서는 일반적으로 변수는 함수 

개념과 관련하여 여러 가지 값을 나타내는 기호라는 제한된 의미로 간단히 

설명하고 있으며, 변수에 대한 충분한 논의가 결여된 상태에서 대입을 위한 

단순한 기호로 간주하고 간단히 처리한다. ([6] pp.243-254) 그래서 학생들

이 변수를 명확하게 이해하지 못하면 수학적인 표현을 의미 있게 받아들이지 

못하는 등 변수를 통해서 얻을 수 있는 수학적 안목이 결여됨으로써 여러 가

지 수학적 사고 경험을 의미 있게 하지 못하게 된다. 변수의 복합성과 다양

한 형태의 문자사용이 변수에 대한 명확한 이해를 어렵게 하고 있지만, 학교

수학에서 현재와 같은 변수의 지도는 보다 발전적으로 고려되어야 할 것이

다.

 고등학교 과정에서도 변수의 복합성과 다양한 형태가 나타남을 살펴볼 수 

있다. 예를 들면 기하에서 변수는  (a,b)와 같이 점을 나타내기도 하고, 논

리에서 변수   는 명제로 대신하기도 한다. 해석학에서는   를 함수 대신 

쓰기도 하고, 대수에서는   를 행렬로 보고   를 벡터공간으로 보기도 한

다. 이와 같이 고등학교 과정에서 변수가 수에서 크게 확장된 개념으로 사용

됨을 알 수 있다.

 그러므로 대수적 개념을 다음과 같이 네 개의 관점으로 해석하여 그에 따른 

변수 사용을 지도 할 수 있다.([15])

   ① 산수의 일반화로서의 대수

 산수에서 3+5‧7 = 5‧7+3 과 같은 연습을 흔히 하게 된다. 구체적인 숫자를  

 이용하여 교환법칙이나 결합법칙을 익히도록 한다. 이것을 문자 a,b를 사  

 용하여 a+b=b+a와 같이 일반적으로 나타낸다. 문자   를 사용하여  

 ∙=  , ∙   와 같은 표현을 이해한다. 따라서 대수의 지도에서 가  

 장 중요한 점은 학생들에게 각 영역에서 다루고 있는 수많은 패턴을 일반화  

 하고 형식화하는 능력을 길러주는 일이다.
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   ② 문제를 푸는 과정으로서의 대수

대수를 방정식을 푸는 절차에 대한 연구로 보면 변수는 미지수나 미정인 상  

수를 나타내는 자리지기로 간주된다.

“ 어떤 수를 5배하고 3을 더하면 40이 된다. 그 수를 구하여라 ”와 같은 문  

제는      과 같이 표현된다. 이 식을 푸는 과정에서 산수의 지식은   

단순히 3을 빼고 5로 나누고 하는 일이지만 이 대수 문제에서는 항등원,   

역원과 같은 의미가 내포되어 있다. 대수의 첫 번째 성격은 패턴의 일반화   

로서 변수가 중요한 작용을 한다. 두 번째 성격으로서 ‘간단히 한다’ 와 ‘푼

다’ 로 대표하는 절차가 중요한 작용을 한다.

   ③ 수, 양 사이의 관계를 분석하고 기술하는 수단으로서의 대수

 함수를 지도 할 때 다음 세 가지 표현은 아직도 학교에서 서로 혼동을 만들  

 어 내는 요인이다.             

                             →   

                                 

                                 

 여기서        를 함수라 했을 때는 무리 없지만      를 함  

 수라 하면 학생들은 혼동을 한다. 함수의 정의구역을 나타내는 여러 값으로  

 서의 변수와, 방정식에서 흔히 미지수로서의 변수는 차이가 난다. 방정식을  

 구하기 위해서는 직선의 방정식      로부터 시작한다. 교사에게 이  

 표현은 함수를 말하는 것으로서 정의역을 나타내는 변수 와 치역을 나타내  

 는 변수 와의 관계를 나타낸다. 그러나 학생들에게는  m, , b가 확실히  

 구분되지 않고 마치 모두 미지수로 보일 수 있다.

  

   ④ 수학적 구조의 연산으로서의 대수

                 3x2+4ax-132a2 을 인수분해하자.

 여기에는 함수의 관계가 없기 때문에 정의역의 값을 나타내는 변수는 없다.  

 또 방정식이 아니기 때문에 미지수로서의 변수도 없고, 산수에서 있었던 패  
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 턴을 일반화하는 것으로서의 변수도 없다. 따라서 여기에서 사용된 문자는  

 임의의 기호에 불과하다. 이와 비슷한 예로서 2sin2x-1=sin4x-cos4x에  

 서도 는 실수를 대입하는 뜻이라기보다는 단순히 왼쪽 식과 오른쪽 식이   

 항등관계가 성립한다는 것을 뜻한다. 

  대수를 군, 환, 정역, 체, 벡터공간 등과 같은 추상적인 구조에 대한 연구로  

 보면 고등학교에서 가르치는 대수와는 거의 관계가 없는 듯이 보이지만, 실  

 수체와 복소수체 및 다항식환, 정역과 군의 성질은 고등학교에서 가르치는  

 대수와 밀접한 관련이 있다. 다항식은 함수도 관계도 방정식도 일반화된 패  

 턴도 아니며 그 인수분해나 전개와 같은 조작에서 변수는 환의 성질을 만족  

 하는 임의의 기호일 뿐이다. 추상대수에서 변수는 어떤 성질을 만족하는 구  

 조를 이루는 임의의 대상이다. 
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Ⅲ.고등학교 수학과 7차 교육과정의 대수영역 분석

 10 단계

  1. 성 격

 제 7차 수학과 교육과정에서는 국민 공통 기본 교육 과정의 수학과의 성격

을 다음과 같이 규정하고 있다.([8])

  국민 공통 기본 교육 과정의 수학을 단계형 수준별 교육 과정으로 구성한  

  다. 단계형 수준별 교육 과정은 학생의 인지 발달 수준을 고려하여 수학의  

  기본적인 필수 학습 내용을 정선하고, 학습 위계와 난이도에 따라 단계별  

  로 구성한다.

  또, 기본 과정과 심화 과정을 두어 학생 개인의 학습 능력에 따라 자기 주  

  도적 학습을 촉진하는 창의적인 학습 기회를 제공한다.

  국민 공통 기본 교육 과정의 수학 내용은 ‘수와 연산’ ‘도형’ ‘측정’ ‘확률  

  과 통계’ ‘문자와 식’ ‘규칙성과 함수’ 의 6개 영역으로 구성한다.

  ① ‘수와 연산’ 영역에서는 자연수, 정수, 유리수, 실수의 개념과 사칙계산

  ② ‘도형’ 영역에서는 평면도형과 입체도형의 개념과 성질

  ③ ‘측정’ 영역에서는 길이, 시간, 들이, 무게, 각도, 넓이, 부피, 삼각비의  

     개념과 활용

  ④ ‘확률과 통계’ 영역에서는 경우의 수를 바탕으로 확률의 의미 이해 및  

     자료의 정리와 표현

  ⑤ ‘문자와 식’ 영역에서는 문자의 사용, 식의 계산, 방정식, 부등식

  ⑥ ‘규칙성과 함수’ 영역에서는 규칙 찾기와 대응 관계, 일차함수, 이차함  

     수, 유리함수와 무리함수, 삼각함수에 관한 기초개념과 문제 해결 방법  

     을 다룬다.
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  2. 목 표

 제 7차 수학과 교육과정에서 10단계의 목표는 다음과 같은 국민 공통 기본 

교육 과정 전체에 대한 수학과의 총괄적인 목표와 관련지어 이해되어야 한

다.([8])

  수학의 기본적인 지식과 기능을 습득하고 수학적으로 사고하는 능력을 길  

  러, 실생활의 여러 가지 문제를 합리적으로 해결할 수 있는 능력과 태도를  

  기른다.

 제 7차 교육과정이 추구하는 인간상을 구현하기 위한 수학 교육의 목표는 

크게 두 가지 측면으로 나누어 생각할 수 있다. 하나는 수학적 지식과 기능

의 습득 및 그 응용이며, 다른 하나는 수학적 사고력의 신장과 수학적 태도

의 함양이다. 이런 의미에서 고등학교 수학과에서는 고등학교 학생들이 가져

야 할 기초적인 수학적 지식의 습득을 중요시함과 동시에 이를 토대로 여러 

가지 사물의 현상을 수학적으로 표현하고, 사고하고, 처리하는 능력과 수학적 

태도의 육성을 그 목표로 하고 있다. 

 위의 총괄 목표에 이어 고등학교 수학과의 하위 목표가 인지적 영역과 정  

의적 영역으로 구분되어 제시되어 있다. 인지적 영역에서는 수학적 지식과 

이해, 기능과 적용에 대하여, 정의적 영역에서는 수학적 태도에 관하여 각각 

설명하고 있다.([8])

  가. 여러 가지 생활 현상을 수학적으로 고찰하는 경험을 통하여 수학의 기  

      초적인 개념, 원리, 법칙과 이들 사이의 관계를 이해할 수 있다.

  나. 수학적 지식과 기능을 활용하여 생활 주변에서 일어나는 여러 가지 문  

      제를 수학적으로 관찰, 분석, 조직, 사고하여 해결할 수 있다.

  다. 수학에 대한 흥미와 관심을 지속적으로 가지고, 수학적 지식과 기능을  

      활용하여 여러 가지 문제를 합리적으로 해결하는 태도를 기른다.
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단계 영 역 내  용

  10

-(가)

 수와 연산

 집합의 연산

 과 법칙
▷집합의 연산법칙

명제

▷명제의 뜻과 참, 거짓의 판별

▷명제의 역,이,대우

▷필요조건과 충분조건

실수
▷실수의 연산에 관한 성질

▷실수의 대소 관계

복소수
▷복소수의 뜻과 연산

▷복소수의 기본 성질

 문자와 식

다항식과 연산
▷다항식의 덧셈과 뺄셈

▷다항식의 곱셈과 나눗셈

나머지 정리
▷항등식

▷나머지 정리

인수분해 ▷인수분해

약수와 배수
▷식의 약수와 배수, 최대공약수와 최소공

배수

유리식과 

무리식
▷유리식과 무리식의 뜻과 계산

방정식

▷이차방정식의 실근과 허근

▷이차방정식에서 판별식, 근과 계수의 관

계

▷간단한 삼차방정식과 사차방정식

▷미지수가 3개인 연립일차방정식과 미지

수가 2개인 연립이차방정식

부등식

▷부등식의 성질

▷절대값을 포함한 일차부등식

▷이차부등식과 연립이차부등식

▷간단한 절대부등식

확률과 통

계

산포도 

표준편차
▷산포도와 표준편차

  3. 내용체계
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10

-(나)

    도형

평면좌표
▷두 점 사이의 거리

▷선분의 내분과 외분

직선의 방정식

▷여러 가지 직선의 방정식

▷두 직선의 평행 조건과 수직 조건

▷점과 직선 사이의 거리

원의 방정식

▷원의 방정식

▷두 원의 위치 관계

▷원과 직선의 위치 관계

도형의 이동

▷평행이동

▷원점, 축, 축, 직선   에 대한 대

칭이동

    측정 부등식의 영역
▷부등식의 영역

▷간단한 최대 문제와 최소 문제

 규칙성과

  함수

함수

▷함수의 뜻과 그래프

▷함수의 합성, 합성함수

▷역함수

이차함수

▷이차함수의 최대, 최소

▷이차함수의 그래프와 직선의 위치 관계

▷이차함수와 이차방정식, 

  이차부등식의 관계

유리함수와 

 무리함수

▷유리함수와 무리함수

▷함수  
  
 

 의 그래프

▷함수       의 그래프

삼각함수와 그 

그래프

▷호도법

▷삼각함수

▷사인, 코사인, 탄젠트의 그래프와 성질

▷삼각함수의 성질

▷간단한 삼각방정식과 삼각부등식

삼각형에의 

응용

▷사인법칙과 코사인법칙

▷삼각함수를 활용한 삼각형의 넓이
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  4. 대수영역

1) 수와 연산

 (1) 내용개요

 ⋅ 10-(가) 단계에서는 중학교에서 직관적으로 다루었던 집합을 일반화하고  

    집합에 연산을 도입하여 연산법칙을 이해한다. 

 ⋅ 중학교에서는 도형의 성질을 다루면서 암시적으로 명제의 가정과 결론을  

    쓸 수 있었다. 여기에서는 일반적인 명제의 뜻을 이해하고, 조건이 주어  

    진 명제를 취급하여 필요조건과 충분조건 들을 다룬다. 그리고 명제의   

    역, 이, 대우를 알게 하여 참과 거짓을 판별할 수 있도록 한다. 

 ⋅ 중학교에서 도입한 실수를 보다 깊이 이해하기 위하여 연산에 대한 기본  

    법칙을 다루고 ‘닫혀 있다’, ‘항등원’, ‘역원’ 등의 뜻을 알고 수의 대소   

    관계를 판단한다. 

 ⋅ 중학교에서는 수 집합을 실수의 범위까지만 다루었으나, 여기서는       

       을 만족시키는 수인 허수단위 를 도입하여 수를 복소수까지 확  

   장한다. 그리고 복소수의 연산을 정의하여 연산에 대한 기본 성질을 이   

   해하도록 한다.

 (2) 지도의 의의

 ⋅ 집합의 포함 관계와 연산법칙의 이해는 모든 논리적 사고의 기본이 된   

    다. 특히, 수학적 문장을 이해하는 바탕이다.

 ⋅ 명제의 부정, 역, 이, 대우, 필요조건, 충분조건, 필요충분조건 등은 명제  

    의 참과 거짓을 논리적으로 다루어 가는 추론 과정의 출발점이다. 학생  

    들이 이해할 수준에서 적절한 기호를 사용하여 수학적 문장을 쓸 수 있  

    게 한다.

 ⋅ 수의 확장 과정에서 수의 연산에 대한 일관된 대수적 구조가 유지되는   

    것을 파악하게 한다.

 ⋅ 다항방정식 해의 존재성과 관련된 복소수의 체계를 전반적으로 이해하게  

    한다.
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2) 문자와 식

 (1) 내용개요

 ⋅ 다항식의 집합의 덧셈, 뺄셈, 곱셈 등의 연산을 다룰 수 있다.

 ⋅ 정수의 나눗셈에서 나머지를 얻듯이 두 다항식의 나눗셈에서 얻을 수 있  

    는 나머지인 다항식에 관하여 알아본다.

 ⋅ 유리식과 무리식의 뜻을 알고, 그 계산을 할 수 있다.

 ⋅ 다항식에 관련된 방정식과 부등식을 인수분해를 이용하여 풀 수 있게 한  

    다.

 (2) 지도의 의의

 ⋅ 방정식, 부등식 등에 나타나는 문자를 품는 다항식은 수를 확장한 또 다  

    른 대수적 구조이다. 문자나 식은 일상적인 상황을 조건에 알맞게 변수  

    화하거나 방정식 또는 부등식 등과 같이 수학적으로 표현하는데 쉽게    

    활용된다. 한편 문자나 식의 연산은 수의 연산만큼 자연스럽다. 

    즉, 대수적으로 쉽게 다룰 수 있다. 문자와 식은 대부분의 수학에서      

    의사소통하는 데 사용되는 언어로서 추상적인 단계에서 개념을 조작하고  

    적용하는 수단과 원래의 상황을 넘어서는 일반화와 통찰을 가능하게 하  

    는 방법을 제공해 준다. 이런 점에서 문자와 식은 그 자체의 체계적 학  

    습 이외에도 해석, 통계, 기하 등의 학습에서 필수적이라 할 수 있다. 
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Ⅳ.교과서의 대수적 구조와 지도방안

 

 이 장에서는 대수학의 중심 분야인 군(group), 환(ring), 체(field)의 개념과 

그것이 10단계에서는 어떻게 다루어졌는지 교과서의 대수적 구조를 분석하고 

그 지도방안을 제시한다. 

 임의의 집합에 그 집합의 원소들 사이 상호관계를 정의해 주는 하나의 공리

계를 부여함으로써 그 집합에 하나의 구조가 형성된다. 예로 자연수 집합 

에서의 대수적 구조는 두 원   의 합      를 구하는 과정에서처럼 두 

자연수의 한 쌍에 의해서 제 3의 수가 결정되는 사실로부터, 두 변수의 함수 

   ×  →  ,        로 정의된다. 이 사실은   의 결합에 의해 

가 결정된다고 볼 수 있다. 이를 일반적으로 생각하면    는 덧셈에 국한

되지 않고,      와 같이 곱셈을 나타낼 수도 있다.

 집합에 연산이 주어져 특정한 공리계를 만족 시킬 때, 이 집합과 연산을 함

께 묶어 이를 대수적 체계(algebraic system)라하고 또 이 집합에 대수적 구

조(algebraic structure)가 주어져 있다고 말한다. 

  

1. 이항연산 (Binary Operations)

[정의4-1] 집합  ≠∅의 임의의 원소  에 대하여 의 단 하나의 

원소 를 대응시키는 함수

                        ×  →       

를  위의 이항연산 또는 간단히 연산이라 하고    를  의 곱

(product), 결합(composite) 또는 합성이라고 한다. 또 ∘와 같은 기호를 사

용하여    를  ∘ 로 나타내고 대신에 ∘를 위의 연산이라 하고 또 

집합 위에 연산∘이 정의되었다(defined)고 말한다. 이항연산을 나타내는 

기호로서는 ∘ ∗  × ⋅등이 사용된다.
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덧 셈 뺄 셈 곱 셈 나눗셈

자연수 ○ ☓ ○ ☓

정수 ○ ○ ○ ☓

유리수 ○ ○ ○ ○

실수 ○ ○ ○ ○

집합 위에 연산∘이 정의되어 있을 때, 의 부분집합 에 대하여 

                       ∊  ⇒ ∘  ∊ 

인 경우에 는 연산 ∘에 관하여 닫혀 있다(closed)고 말한다.

(주)두산의 10-(가) 교과서(p.37)에서는 수 체계의 시작 부분에서 자연수, 정

수, 유리수, 실수를 다룬 뒤 실수의 연산에 관한 성질에서 ‘닫혀 있다’를 다음

과 같이 정의하고 있다. 

  일반적으로, 공집합이 아닌 집합 의 임의의 두 원소  에 대하여 어떤   

  연산을 한 결과가 의 원소일 때, 이 집합 는 그 연산에 대하여 닫혀있  

  다고 한다.

그리고 p.40에서는 보기와 문제를 통하여 수 집합들이 사칙연산에 대하여 닫

혀있는가를 이해하게 하고 있다.

교과서에서 ‘닫혀있다’의 개념을 묻는 예를 살펴보자. ([4] p.56)

[예4-1] 집합 {│는 음의 정수}는 사칙연산 중 어느 연산에 대하여 닫혀 

있는가?  ( 단, 0으로 나누는 것은 제외한다. )

풀이)    덧셈 : (음수) + (음수) = 음수   

         뺄셈 : (-1)-(-3)=2

         곱셈 : (-1)∙(-3)=3

         나눗셈 :  (-1)/(-1)=1 

      그러므로 위의 집합은 덧셈에 대해서만 닫혀있다.
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<지도방안> ([7])

∙ 연산에 대해 닫혀있음을 알게 한다. 자연수, 정수, 유리수, 실수, 복소수 집  

  합에서의 사칙연산을 차례로 다루어 봄으로써 연산이 지니고 있는 성질을  

  알도록 한다.

<심화과정>

∙ 임의의 수의 집합에서 사칙연산에 대하여 닫혀있는지를 조사할 수 있도록  

  한다. 

심화과정의 예를 살펴보자. ([4] p.58 )

[예4-2] 집합   │ = m+n, m,n은 유리수는 사칙연산 중 어느 

연산에 대하여 닫혀있는가? (단, 0으로 나누는 것은 제외한다.)

풀이) 집합 의 임의의 두 원소에 대하여 각각 a+b 2, c+d 2 (단, 

a,b,c,d는 유리수)라고 하자.

덧셈 : (  ) + (c+d 2) = ( a+c) + ( b+d)이고 a+c, b+d는  

       각각 유리수이므로 (  ) + (c+d 2) ∊       

뺄셈 : (  ) - (c+d 2) = ( a-c) + ( b-d)이고 a-c, b-d 는  

       각각 유리수이므로 (  ) - (c+d 2) ∊  

곱셈 : (  )(c+d 2) = (ac+2bd) + ( ad+bc)이고 ac+2bd,      

        ad+bc 는 각각 유리수이므로 (ac+2bd) + ( ad+bc) ∊ 

나눗셈 : 0으로 나누는 것을 제외하면

        
  

  
=
      

      
=
        

 

        =
  

 
+
  

 
  (단,   는 0이 아니다) 

       이고 
  

 
 , 
  

 
 는 각각 유리수이므로 
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  

 
+
  

 
 ∊ 

따라서 집합 는 사칙연산에 대해 닫혀있다.

2. 군(Group)의 구조

[정의4-2] 집합   (≠) 위에 정의 된 연산 ∘에 대해 는 닫혀있고, 즉

                            ∊  ⇒ ∘  ∊ 

이고 다음이 성립할 때, ( , ∘)를 군이라고 한다.

G.1 : (결합법칙) 모든    ∊ 에 대하여, (∘)∘ = ∘(∘)

G.2 : 특정한 원소 ∊가 존재하여, 모든 ∊에 대하여

                           ∘ =   = ∘

      이 원소 를 의(∘에 관한) 항등원(identity)이라고 한다.

G.3 : 각 ∊에 대하여  ∘ =  = ∘인 원소 ∊가 존재하면 

      원소 를 (∘에 관한) 의 역원(inverse)이라하고, 이  를 로 나   

     타낸다. 

                       즉,  ∘     ∘

이 경우에  는 연산 ∘에 관하여 군을 이룬다고 말한다.

[정의4-3] 군 (  ,∘)에 대하여 다음이 성립할 때, ( ,∘)를 Abel군(Abelian 

group) 또는 가환군(commutative group)이라고 한다.

G.4 : (교환법칙) 모든   ∊ 에 대하여  ∘    ∘ 

(참고) 

① 군 (  ,∘) 가 Able 군이 아닐 때, 즉  ∘  ≠  ∘   인 원소 a,b∈G가  
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   적어도 한 쌍 존재할 때, 이 군을 비 Abel군(nonabelian group) 또는 비  

   가환군(noncommutative group)이라고 한다.

② 연산 기호가 ∘ 또는 ∙인 군을 곱셈군(multiplicative group)이라 하고   

  그 항등원을 e 또는 1로 나타낸다. 연산기호가 +인 군을 덧셈군(additive  

   group)이라 한다. 덧셈군의 항등원을 0으로 나타내고 영원(zero element)  

   이라고 하며, a의 역원을 -a로 나타낸다.

[예4-3] 정수 집합 ℤ, 유리수 집합 ℚ, 실수 집합 ℝ, 복소수 집합 ℂ는 덧

셈에 관하여 Abel 군을 이루고

             ℚ ∗ = ℚ-{0} ,  ℝ ∗ = ℝ-{0} ,  ℂ ∗ = ℂ-{0}

         ℚ + = { r∈ℚ │ r > 0 } ,  ℝ + = { x∈ℝ │ x > 0 }

은 곱셈에 관하여 Abel 군을 이룬다. 

 

이제 교과서 10-(가)를 통해 군과 관련된 개념을 살펴보자.

 1) 수 집합

교과서에서는 다음과 같이 항등원과 역원을 일반적으로 정의한다. ([2] p.29)

  수의 집합 A가 연산 ∗에 대하여 닫혀 있을 때, A의 임의의 원소 a에 대  

  하여 a∗e= e∗a= a를 만족하는 A의 원소 a가 존재하면 e를 연산∗  

  에 대한 항등원이라고 한다. 

  또 A집합 의 원소 a에 대하여  a∗x= x∗a= e를 만족시키는 A의 원  

  소 a가 존재하면 x를 연산 ∗ 에 대한 a의 역원이라고 한다.

 자연수, 정수, 유리수, 실수, 복소수, 다항식의 집합에서 자연수를 제외하면 

모두 덧셈에 대한 항등원은 0이며, 곱셈에 대한 항등원은 모든 집합에서 1이

다. 자연수, 정수, 유리수, 무리수 집합에 대한 항등원과 역원을 다음과 같은 
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실수의 덧셈 실수의 곱셈

닫혀있다 a+b∈ℝ ab∈ℝ

교환법칙 a+b=b+a ab=ba

결합법칙 (a+b)+c=a+(b+c) (ab)c=a(bc)

항등원 a+0=0+a=a a∙1=1∙a=a

역원 a+(-a)=(-a)+a=0 a∙
1
a
=
1
a
∙a=1(a≠0)

문제로 제시하였다.

[예4-4] 다음 집합에서 덧셈과 곱셈에 대한 항등원이 각각 존재하는지를 말

하여라.([2] p.30)

(1) 유리수 전체의 집합                       (2) 홀수 전체의 집합

[예4-5] 다음수의 덧셈, 곱셈에 대한 역원을 각각 말하여라.([3] p.43)

(1) 3        (2) -2.5      (3) 2      (4) 1+ 2

교과서 상에서는 군이라는 표현은 쓰지 않지만, ‘실수의 연산에 대한 기본 성

질’에서 군의 정의를 이해할 수 있게 한다. ([3] p.45)

  

  실수 전체의 집합 ℝ의 임의의 원소 a,b,c 에 대하여

 자연수 집합 ℕ은 덧셈에 대한 항등원 0이 존재하지 않으므로 군을 이루지 

못함을 확인할 수 있고, 이 외에 정수, 유리수, 실수, 복소수 집합은 덧셈에 

대하여 군을 이루며 집합 ℚ-{0}, ℝ-{0}, ℂ-{0}은 곱셈에 대해 군을 이룬

다. 그리고 교환법칙도 성립하므로 Abel군이 된다.

또한 고등학교 수준에서는 다음과 같은 문제를 제시함으로써 군에 대한 정의

를 이해할 수 있게 한다. 
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복소수의 덧셈 복소수의 곱셈

닫혀있다    ∊  ⋅ ∊ 

교환법칙        ⋅  ⋅

[예4-6] 임의의 실수 a,b에 대하여 연산 ∗ 를 a∗b=a+b-ab로 정의할  

  때, 다음 물음에 답하여라.

(1) 실수 전체의 집합은 연산 ∗ 에 대하여 닫혀 있는지 말하여라.

(2) 연산 ∗ 에 대한 항등원을 구하여라.

(3) 연산 ∗ 의 -2에 대한 역원을 구하여라.

풀이)

(1) 실수 집합 ℝ은 사칙연산에 대하여 닫혀있으므로 

                       a∗b=a+b-ab∈ℝ

   이다. 따라서 집합 ℝ은 연산 ∗에 대하여 닫혀있다.

(2) 구하는 항등원을 e라고 하면 a∗e=e∗a=a 에서 a+e-ae=a 이므로  

   e(1-a)=0 이다. 그런데 임의의 원소 a에 대하여 성립하여야 하므로    

   e=0이다.

(3) -2의 역원을 x라 하면 -2∗x=0 에서 -2+x+2x=0 이므로 x= 2
3

  

   이다. 

그리고 연산 ∗는 a∗(b∗c)= a+b+c-ab-bc-ca+abc=(a∗b)∗c이므로 

결합법칙이 성립한다. 따라서 실수 집합 ℝ은 연산 ∗에 관하여 군을 이룬

다. 즉, ( ℝ , ∗ )는 군이다.

복소수에서도 실수의 범위에서 성립하는 연산에 대한 기본 법칙은 모두 성립

한다. ([2] p.40) 

 

복소수 전체집합 ℂ의 임의의 원소    에 대하여
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결합법칙            ⋅ ⋅  ⋅⋅ 

항등원      ⋅  

역원        ⋅


 

  

따라서 복소수의 집합 ℂ는 덧셈에 대하여 군이 되며, 집합 ℂ-{0}은 곱셈에 

대하여 군을 이룬다.

<지도방안> ([7])

∙ 연산의 항등원, 역원을 알게 한다. 수의 집합에 따라 주어진 연산에 대하여  

  항등원과 역원이 존재할 수 있음을 알게 하고, 연산에 따라 항등원과 역원  

  이 서로 다르다는 점을 이해하도록 한다.

∙ 복소수의 연산에 관한 성질을 알게 한다. 복소수의 집합에서는 연산에 대한  

  교환법칙, 결합법칙, 분배법칙이 성립하고 항등원과 역원이 존재함을 알게  

  하고, 실수의 집합과 똑같은 대수적 구조가 있음을 직관적으로 이해하게   

  한다. 

2) 다항식

다항식과 그 연산에서 다항식은 사칙연산 중 덧셈, 뺄셈, 곱셈에 관하여 

닫혀있음에 관한 내용이 다루어진다. 다항식은 나눗셈에 관하여 닫혀있지 

않은데, 이는 나눗셈정리를 이용하여 보여준다. ([3] p.80) 

  

  일반적으로, 다항식 를 다항식  (≠ )로 나누었을 때의 몫을  ,     

  나머지를 라고 하면  , 는 다항식이고

                                 

  이 성립한다. 이때, 의 차수는 의 차수보다 낮다.

  특히,   이면 는 로 나누어 떨어진다고 한다. 그러나 ≠ 이면   
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  는 로 나누어 떨어지지 않으므로 다항식 전체의 집합은 나눗셈에 대하여  

  닫혀 있지 않다. 

이제 다항식 전체집합이 덧셈에 관하여 군을 이룸을 보이자.

다항식의 전체의 집합을 P라 하면 P는 덧셈에 관하여 군을 이룬다.

임의의 세 다항식  p(x), q(x) ,r(x) ∈P에 대하여

① 덧셈에 대하여 닫혀있다.

   p(x) + q(x) ∈P

② 결합법칙이 성립한다.

   ( p(x) + q(x) ) + r(x) = p(x) + ( q(x) + r(x) )

③ 항등원이 존재한다.

   p(x) + e = p(x) 를 만족하는 항등원 e = 0 이다.

④ 역원이 존재한다.

   p(x) + q(x) = 0 을 만족하는 p(x)의 역원 q(x) = -p(x)

하지만 곱셈에 대해서는 군을 이루지 않는다.

곱셈에 대한 항등원 1은 존재하지만, p(x) ․ q(x) = 1을 만족하는 p(x)의

역원은 q(x) = 1
p(x)

 ∉ P 이므로 군이 되지 않는다.

다항식은 다음 장의 환에서 더 자세히 알아보자.

3. 환(Ring)과 체(Field)의 구조

[정의4-4] 집합  R≠∅ 위에 정의된 두 연산 덧셈 +과 곱셈 ∙에 대해 

R 에서 닫혀있고, 즉

                  a,b∈R ⇒ a+b,a∙b∈ R

이고 다음이 성립할 때, (R , + , ∙ )를 환이라 하고 R 은 덧셈 +과 곱셈 
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∙에 관하여 환을 이룬다고 한다.

  [A] : (R, +)는 Abel군이다.

  [M.1] : (곱셈에 관한 결합법칙) 모든 a,b,c∈R에 대하여

                  (a∙b)∙c=a∙(b∙c)

  [D] : (덧셈과 곱셈에 관한 분배법칙) 모든 a,b,c∈R에 대하여

              a∙(b+c)= a∙b+a∙c, (a+b)∙c=a∙c+b∙c

[정의4-5] 환 (R, +, ∙ )이 다음 조건을 만족 시킬 때, 이 환을 가환환

(commutative ring)이라고 한다.

  [M.2] : (곱셈에 관한 교환법칙) 모든 a,b∈R 에 대하여 a∙b=b∙a

그리고 가환환이 아닌 환을 비가환환(noncommutative ring)이라고 한다.

[정의4-6] 환 (R, +, ∙ )이 다음 조건을 만족 시킬 때, 이 환을 항등원 1을 

가진 환(ring with identity)이라고 한다.

  [M.3] : 특정한 원소 1∈R이 존재하여, 모든 원소 a∈R에 대하여 

                          a∙1=1∙a=a

이때 1∈R 을 이 환의 곱셈에 대한 항등원이라고 한다.

[예4-7] 정수 집합 ℤ는 덧셈 +와 곱셈 ∙에 관하여 항등원 1을 가진 가환

환을 이룬다. 환 (ℤ, +,  ∙ )을 정수 환(ring of integer)이라고 한다. 마찬

가지로 (ℚ, +,  ∙ ), (ℝ, +,  ∙ ), (ℂ, +,  ∙ )는 각각 항등원 1을 가진 

가환환이다. 그러나 집합 2ℤ= { 2x∣x ∈ ℤ }는 덧셈과 곱셈에 관하여 가

환환을 이루지만 이 환에는 항등원 1이 없다.

[정의4-7] 임의의 환 R 의 원소 a(≠0)에 대하여

                      ab=0 또는 ba=0

인 b(≠0)∈R 가 존재할 때, a를 영인자 (zero divisor)라고 한다.
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[정의4-8] 항등원 1을 가진 가환환 R 이 영인자를 갖지 않을 때, R 을 

정역(integral domain)이라 한다.

[예4-8] 환 (ℤ, +,  ∙ ), (ℚ, +,  ∙ ), (ℝ, +,  ∙ ), (ℂ, +,  ∙ )는 정

역이다.

[정의4-9] 항등원 1을 가진 환(가환환 또는 비가환환) R 에서 a(≠0)에 대

하여 aa-1=1=a-1a 인 원소 a-1∈R 가 존재할 때, a를 R 의 단원(unit)

이라 하고, R 의 영원 아닌 모든 원소가 단원이면 R을 나눗셈 환(division 

ring) 또는 유사체(skew field)라고 한다.

[정의4-10] 가환인 나눗셈 환을 체(field)라 한다. 

이제 10단계 교과서에서 환과 체의 개념이 어떻게 소개되었는지 살펴보자.

 1) 수집합

 앞의 내용에서 정수, 유리수, 실수, 복소수 집합들은 각각 덧셈에 관하여 군

을 이루고 교환법칙이 성립하므로 가환군임을 보였다. 

 교과서에서는 실수와 복소수 집합에서 각각 곱셈에 대한 결합법칙과 덧셈과 

곱셈에 대한 분배법칙이 성립함을 보여줌으로써, 실수집합 ℝ과 복소수 집합 

ℂ가 덧셈 +과 곱셈 ∙에 관하여 환을 이룸을 알 수 있다. 이와 같이 정수 

집합 ℤ, 유리수 집합 ℚ도 덧셈 +과 곱셈 ∙에 관하여 환을 이룬다. 이 ℤ, 

ℚ, ℝ, ℂ 는 곱셈에  대하여 교환법칙이 성립하므로 가환환이 되고 이들 집

합은 모두 곱셈에 대한 항등원 1을 가지므로 항등원을 갖는 가환환이다. 또

한 영인자가 존재하지 않으므로 정역이다. 그리고 유리수 집합 ℚ, 실수 집합 

ℝ, 복소수 집합 ℂ는 체의 조건을 모두 만족하지만, 정수 집합 ℤ는 곱셈에 

대한 역원이 존재하지 않으므로 체가 아니다. 
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[예4-2]를 이용해 집합A가 체임을 확인해 보자. 

집합   │= m+n, m,n은 유리수에 대하여

① 덧셈의 교환법칙, 결합법칙을 만족하고 항등원, 역원이 존재한다.

② 곱셈의 교환법칙, 결합법칙을 만족하고 항등원, 역원이 존재한다.

③ 덧셈과 곱셈에 관한 분배법칙을 만족한다.

그러므로 집합 A는 체이다. 

 2) 다항식

[정의4-11] R을 항등원 1을 가진 가환환이라 하고 x를 부정원이라고 할   

때, 다음과 같은 꼴의 형식적인 합을 환 R위의 (x에 관한) 다항식이라고 한

다.

               f(x)=a0+a1x+⋯+anx
n+⋯ (ai∈ R)

           (단, 유한개를 제외한 모든 i 에 대하여 ai=0이다.)

여기서 ai를 다항식 f(x)의 계수(coefficient)라 하고 또 R위의 (x에 관한) 

다항식 전체의 집합을 R[x]로 나타낸다.

모든 i≥n 에 대하여 ai=0인 다항식을 

                  f(x)=a0+a1x+⋯+anx
n

으로 나타내고 a0,a1x,⋯,anx
n 을 다항식 f(x)의 항이라 하며 a0를 특히 

상수항이라 한다. 또 위의 다항식 f(x)에서 a1=⋯=an=0
일 때, 이 다항

식을 상수다항식이라 하고 특히 a0=a1=⋯=an=0
인 경우에 이 다항식을 

영 다항식이라고 한다. 

[정리4-12] 환 R위의 다항식 전체의 집합 R[x]의 임의의 두 원소

f(x)=a0+a1x+⋯+anx
n+⋯ ,   g(x)=b0+b1x+⋯+bnx

n+⋯

의 덧셈과 곱셈을 다음과 같이 정의하자.

f(x)+g(x)=(a0+b0)+(a1+b1)x+⋯+(an+bn)x
n+⋯
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f(x)∙g(x)=c0+c1x+⋯+ckx
k+⋯

그러면 R[x]는 덧셈과 곱셈에 관하여 환을 이룬다. 환 R[x]를 부정원 x

에 관한 다항식환 (polynomial ring)이라 한다. 

특히 R이 가환환이면 R[x]도 가환환이다. R이 항등원 1을 가지면 상수 다

항식 f(x)=1은 R[x]의 항등원이다. 또 R이 정역이면 R[x]도 정역이다.

[예4-9] 다항식환에는 ℤ [x], ℚ [x], ℝ [x], ℂ [x]등이 있다.

          특히 ℤ [x]⊂ ℚ [x]⊂ ℝ [x]⊂ ℂ [x]이다.

이제 교과서에서 다항식환을 어떻게 소개하고 있는지 살펴보자.

교과서에서는 다항식에 대해 다음과 같이 정의하고 있다. ([4] p.71) 

   8,-3x,5xy와 같이 몇 개의 수 또는 문자의 곱으로 이루어진 식을 단항  

   식이라 하고,  8,-3x,4x2+5xy+3x+2y 는 모두 다항식이다. 다항식에  

   서 특정한 문자에 대하여 생각할 때 각 항에서 그 문자가 곱해진 개수를  

   그 항의 차수라 하고, 각 항의 차수 중 가장 큰 것을 그 다항식의 차수라  

   고 한다. 또 그 문자 이외의 부분을 그 항의 계수라고 하고 특정한 문자  

   를 포함하지 않는 항을 상수항이라고 한다.

교과서에는 보기 문제를 통해 이를 확인하도록 한다.  

[보기] 4x2+5xy+3x+2y를 문자에 대한 차수를 생각할 때, 5xy는 2차이지

만, 문자 x에 대해서만 생각하면 5xy는 1차이고 그 계수는 5y이다. 

이 다항식은 x에 대하여 2차이며 상수항은 2y이다.

또한 다항식 집합의 연산에 대한 성질을 다음과 같이 말하고 있다. 

([4] pp.72-73) 
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다항식 A, B, C에 대하여

➀ 닫혀있다       A + B는 다항식이다.

➁ 교환법칙       A + B = B + A

➂ 결합법칙       ( A + B ) + C = A + ( B + C )

다항식 A, B, C에 대하여

➀ 닫혀있다       A ∙ B는 다항식이다.

➁ 교환법칙       A ∙ B = B ∙ A

➂ 결합법칙       ( A ∙ B ) ∙ C = A ∙ ( B ∙ C )

➃ 분배법칙       A∙( B + C ) = A∙B + A∙C

다항식의 집합은 덧셈과 곱셈에 대하여 닫혀있고 다음과 같은 성질이 성립한

다.

✱ 다항식의 덧셈에 대한 성질 ✱

✱ 다항식의 곱셈에 대한 성질 ✱

 앞 절의 군의 분석에서 다항식의 집합은 덧셈에 대해 군이 됨을 알아보았

다. 위와 같은 성질로부터 다항식의 집합은 덧셈에 대해 가환군이 되며, 곱셈

에 대해 결합법칙이 성립하고 덧셈과 곱셈에 대해 분배법칙이 성립하므로 환

이된다.

[정의4-13] R이 항등원 1을 가진 환일 때 R위의 다항식 f(x)의 차수 

(degree) 즉 degf(x)를 다음과 같이 정의한다.

  (1) f(x)≠0 인 경우

     f(x)=a0+a1x+⋯+anx
n  , an≠0 일 때  degf(x)=n

  (2) f(x)=0 (영 다항식) 일 때  degf(x)=-∞

     또, degf(x)=n≥0 일 때 f(x)를 간단히 n차식이라고 한다.

[정리4-14] R이 정역일 때, f(x),g(x)∈R[x] 이면 차수에 대해 다음이 
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성립한다.

(1) deg(f(x)+g(x))=max{f(x),g(x)}   

(2) deg(f(x)∙g(x))= degf(x)+ degg(x)  

     

[정리4-15] R이 정역이면 R[x]도 정역이다.

(증명) 앞에서 이미 R[x]가 항등원 1을 갖는 가환환임을 보였으므로 정역임  

을 보이기 위해 R[x]가 영인자를 갖지 않음을 보이면 충분하다.

f(x),g(x)∈R[x]는 0이 아닌 다항식이라 하자.

차수의 정의에 의해 degf(x)≥0 , degg(x)≥0 을 만족하고 [정리4-14]

에의해 deg(f(x)∙g(x))=degf(x)+degg(x)이므로 deg(f(x)∙g(x))≥0 

이다. 그러므로 f(x)∙g(x)≠0 이다. 따라서 R[x]는 정역이다.

[예4-10] 실계수 다항식환 ℝ[x]에서는 (2x+1)(3x+2)=6x2+7x+2 으로 

실수 집합 ℝ이 정역이므로 그 위의 다항식의 일차식과 일차식을 곱하면 이

차식이 됨을 알 수 있다. 

하지만 Z6[x]에서는 (2x+1)(3x+2)=6x2+7x+2=x+2 으로 일차식과 일

차식을 곱하여 이차식이 되지 않고 일차식이 된다. 왜냐하면 Z6[x]가 정역이 

아니므로 그 위의 다항식들은 [정리4-14]를 만족하지 못한다.

 교과서에서는 n차 다항식과 m차 다항식을 곱하면 n+m차 다항식이 된다. 

이것은 일반적인 다항식 환에서는 성립하지 않고 다항식 환이 정역일 때 가

능하다. 고등학교 교과서에서 다루는 수 집합들은 모두 정역이므로 그들을 

계수로 가지는 다항식 환들은 모두 정역이다. 따라서 위의 [정리4-14]를 적

용할 수 있다.

[예4-11] (3x+2)(x2-2x+5)를 계산하여라. ([2] pp.57- 58)

        (3x+2)(x2-2x+5)=3x(x2-2x+5)+2(x2-2x+5)    (분배법칙)
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                            =3x3-6x2+15x+2x2-4x+10    (분배법칙)

                          =3x3-4x2+11x+10             (동류항 계산)

다항식의 곱셈은 위와 같이 분배법칙을 이용하여 전개할 수도 있지만, 9단계

에서 배운 곱셈 공식을 이용하여 전개하면 편리하다.

이제 다항식 환에 관한 또 다른 성질들을 알아보자.

[정리4-16] F가 체이면 F[x]는 정역이다.

[정리4-15]에 의해 [정리4-16]은 성립한다. 그러나 F[x]가 체는 아니다. 

그 이유는 x가 F[x]에서 가역원이 아니기 때문이다. 즉, x⋅F[x] = 1을 

만족하는 다항식 f(x)∊F[x]는 존재하지 않는다.

[정리4-17] F가 체인 다항식 F[x]환 에 대해 

임의의 f(x),g(x)∊ F[x] , f(x) ≠ 0 

                 g(x)=f(x)∙q(x)+r(x)

인 다항식 q(x),r(x)∊ F[x] 가 존재한다. 

( 단, r(x)=0 또는 0 ≦ degr(x) < degf(x) ) 

여기서 r(x)≠0 이면 g(x)는 f(x)로 나누어 떨어지지 않고, r(x)=0 이면 

g(x)는 f(x)로 나누어 떨어진다고 말한다.

여기서 주의할 것은 체가 아닌 환 R위의 다항식환 R[x]에서는 [정리4-17]

이 성립하지 않을 수 있다. 

예를 들어 다항식 x2+x+1,2x+3∈ℤ[x]에 대하여 [정리4-17]를 만족하

는 g(x)와 r(x)가 ℤ[x]내에 존재하지 않는다. 즉 f(x)의 최고차항의 계수가 

가역원이 되어야 한다. 만약 ℤ[x]에서 두 다항식들의 나눗셈이 성립하려면 

나누는 다항식의 최고차 계수가 1, -1 (ℤ의 가역원)일 때 가능하고, ℚ [x], 

ℝ [x]에서는 0을 제외한 모든 계수들이 가역원이므로 항상 나눗셈이 가능하
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며 몫과 나머지가 유일하게 존재한다.

10-(가) 교과서에서는 [정리4-17]를 나머지 정리와 인수정리로 도입했다.

([4] pp.79-81)

x에 대한 다항식 f(x)를 일차식 x-a로 나누었을 때의 몫을 Q(x), 나머지

를 R라고 하면, R는 상수이고

                       f(x)= (x-a)Q(x)+R

가 성립한다. 이것은 x에 대한 항등식이므로 양변에 x=a를 대입하면

                       f(a)=(a-a)Q(a)+R

                       f(a)=0∙Q(a)+R

                           ∴ R=f(a)

따라서 다음과 같은 나머지 정리가 성립한다.

x에 대한 다항식 f(x)를 일차식 x-a로 나누었을 때의 나머지를 R라고 하

면 R = f(a)

교과서의 예를 통해 이를 확인하자. 

[예4-12] 다항식 x2+3x-3을 다음 일차식으로 나누었을 때의 나머지를 구

하여라. ([3] p.85)

(1) x+1                   (2) x-1                  (3) x+2

[예4-13] x에 대한 다항식 f(x)를 일차식 ax+b(a≠0)로 나누었을 때의 

나머지는 f(-ba)임을 보여라. ([4] p.79)

(증명) f(x)를 ax+b로 나누었을 때의 몫을 Q(x), 나머지를 R라고 하면

 f(x) = (ax+b)∙Q(x) +R 라 할 수 있고, 이것은 x에 대한 항등식이므로 

양변에 x=- b
a

를 대입하면 f(-ba) = R 을 만족한다.
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따라서 나머지는 f(-ba)이다.

나머지정리에 의하여 f(a)=0이면 다항식 f(x)는 x-a로 나누어 떨어지고, 

이 역도 성립함을 알 수 있다. 따라서 다음과 같은 인수정리를 얻는다.

  x에 대한 다항식 f(x)가 일차식 x-a로 나누어 떨어지기 위한 필요 충분  

  조건은 f(a)=0이다.

나머지정리나 인수정리에 의해 다항식 f(x)= (x-a)∙Q(x)을 만족하면 f(x)

는 인수분해 가능하다.

[정의4-18] 체 F위의 다항식환 F[x]에서 f(x),g(x)∈ F[x] 에 대하여 

                         g(x)= f(x)∙h(x)

인 다항식 h(x)∈ F[x]가 존재할 때, f(x)를 g(x)의 약수 또는 인수라 하

고, g(x)를 f(x)의 배수라고 한다. 또 이 사실을 f(x)∣g(x)로 나타낸다.

  약수와 배수의 의미는 이미 초등학교에서부터 배워왔다. a가 자연수일 때 

a를 b로 나누어 나머지가 0이면, a는 b로 나누어 떨어지고 이때 b를 a의 

약수라 한다. 그리고 이 때 a=b∙ q (q는 자연수)로 나타내고 a를 b의 배수

라 한다. 특히 1보다 큰 자연수 중에서 자기 자신과 1이외의 약수를 가지지 

않는 수를 소수라 하고 수를 소수들의 곱으로 표현하는 소인수분해에 대해 

배웠다. 이처럼 중학교 때까지 다뤄왔던 약수와 배수는 자연수 집합에서만 

취급하였다. 그러나 10-(가)에서는 약수와 배수의 성질을 다항식 집합에서 

까지 다루고 있다. 

다음 내용을 살펴보면 그 구조가 자연수 집합에서의 성질과 같음을 알 수 있

다.([3] p.93)

  정수에서와 같이 다항식 A가 다항식 B(≠0)로 나누어 떨어지면, 즉

                         A = B ∙ Q   ( Q는 다항식 )
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  일 때, B를 의 A약수, A를 B의 배수라 한다. 이때 A는 Q로도 나누어   

  떨어지므로 Q는 A의 약수이고, A는 Q의 배수이기도 하다.   

보기문제를 통해 이를 확인한다.

[보기] x2-x-6=(x+2)(x-3)이므로 x+2와 x-3은 x2-x-6의 약수이

고, x2-x-6은  x+2와 x-3의 배수이다.

  <지도방안> ([8])

• 다항식의 집합도 덧셈, 뺄셈, 곱셈 등에 관해 닫혀있는 대수적 구조임을 알  

 게 한다.

• 다항식을 전개할 때, 그 연산법칙에 근거하고 있음을 알게 한다.

• 나머지정리의 결과만을 형식적으로 고착시키지 말고 항등식의 성질을 이용  

  하여 얻어진 과정을 이해하게 하여 다른 상황에서도 활용할 수 있도록 지  

  도에 유의한다.       

• 다항식의 약수와 배수의 지도 시, 수의 약수와 배수를 구하는 것에서 확장  

  하여 다항식의 약수와 배수를 쉽게 이해할 수 있도록 한다. 정수를 계수로  

  갖는 다항식은 정수와 유사한 성질을 가짐을 이해시킨다.

 3) 유리식

  [정리4-16]에 의해 F는 체이지만 F[x]는 정역이지 체가 되지는 않는다. 

하지만 F[x]를 확대하여 분수체 F(x)를 구성할 수 있다. 이것은 정수를 확

장하여 유리수를 만드는 방법과 같이 생각해 볼 수 있다.

  정수로부터 실수를 만드는 과정 중에서 한 가지 중요한 단계는 정수로부터 

유리수를 만드는 과정이다. 이와 같이 정수환 ℤ로부터 유리수체 ℚ를 만드

는 과정은 정수환 ℤ가 정역이라는 사실에 근거한다. 
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정역 D에서 ‘ a≠0 , b≠0  ⇒  ab≠0’ 이 성립한다는 특성을 이용하면, 다

음과 같은 새로운 체 F를 정의 할 수 있다.

[정의4-19] 정역 D에 대하여 다음과 같이 정의된 체

                  F = { a
b
 ∣ a,b ∈ D,  b≠0 }

를 정역 D의 분수체(field of fractions) 또는 상체(field of quotients)라 한

다.

[보기] 정의에 의하여 유리수체 ℚ =  { a
b
 ∣ a,b∈ℤ , b≠0 }는 정수환 

ℤ의 분수체이다. 그리고 ℚ의 원소 a
b

(b≠0)를 유리수라 한다.

[정의4-20] 정역 D 위의 다항식환 D[x]는 정역이다. 정역 D[x]의 분수체

를 D위의 (x에 관한) 유리식체라 하고 이 체를 D(x)로 나타내며, 또 D(x)

의 각 원소를 (x에 관한) 유리식(rational expression)이라고 한다. 

               D(x) = {f(x)g(x)
f(x),g(x)∈D[x],g(x)≠0}

특히, 체 F 위의 분수체 F(x)는 다음과 같다.

               F(x) = {f(x)g(x)
f(x),g(x)∈F[x],g(x)≠0}

이처럼 유리수체와 유리식체가 같은 구조적 특징을 가지므로 유리수의 계산

과 유리식의 계산은 근본적으로 같다.

  이제 교과서에서 유리식을 어떻게 소개하고 있는지 살펴보자. ([2] p.84)

  두 정수 a,b에 대하여 a
b

(b≠0) 꼴로 나타내어진 수를 유리수라고 하듯  

  이, 두 다항식 A,B에 대하여 A
B

(B≠0) 꼴로 나타내어진 식을 유리식이  

  라 한다. 특히 분모에 상수가 아닌 문자를 포함한 유리식을 분수식이라고  
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 다항식 A, B, C (B≠0 , C≠0)에 대하여

 ① A
B
=
A×C
B×C

                  ② A
B
=
A÷C
B÷C

 다항식 A, B, C  (C≠0) 에 대하여

 ① A
C
+
B
C
=
A+B
C

             ② A
C
-
B
C
=
A-B
C

      

  한다.

  이를테면 1000
1-0.1x

,
x+1
x
,
x-3
2

 은 모두 유리식이다.

  이 중에서 1000
1-0.1x

,
x+1
x

은 분수식이고, x-3
2

은 다항식이다.

유리식에서 문자는 수를 대신하므로 유리수에서와 같이 유리식은 다음과 같

은 성질을 가진다. ([2] p.85)

 ✱유리식의 성질✱

또한 유리식도 유리수와 마찬가질 통분과 약분을 할 수 있다.

분수식의 분자, 분모를 그들의 공통인수로 나누어 분수식을 약분하면 분자, 

분모가 서로소인 분수식을 얻는다.

분수식의 덧셈, 뺄셈은 분수의 덧셈, 뺄셈과 같은 방법으로 하고 분모가 다른 

경우는 통분하여 계산한다. ([2] p.86)

 ✱분수식의 덧셈, 뺄셈✱

분수식의 곱셈, 나눗셈도 문자는 수를 대신하므로 분수의 곱셈, 나눗셈과 마

찬가지 방법으로 계산한다. ([2] p.87)
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 다항식 A, B, C, D (B≠0, D≠0)에 대하여

 ① A
B
×
C
D
=
AC
BD

              

 ② A
B
÷
C
D
=
A
B
×
D
C
=
AD
BC

(C≠0)

✱분수식의 곱셈, 나눗셈✱

<지도방안> ([8])

• 유리수 전체집합과 유리식 전체의 대수적 구조가 같기 때문에 중학교에서  

  배운 유리수의 개념을 바탕으로 유리식의 의미를 이해하고 그 기본 성질을  

  알게 한다.

  4. 대수 영역의 지도를 위한 방안

 이제까지 10단계 학생들에서 대수적 구조를 지도하고 이해시키기 위해 

10-(가) 교과서에서 나타난 군, 환, 정역, 체에 대한 대수적 구조를 교과서의 

내용과 예제를 통해 살펴보았다. 교과서에 나타난 대수적 구조를 분석하면서 

자연스럽게 알 수 있는 것은 학생들이 교과의 내용을 학습함에 있어 군, 환, 

정역, 체 등 대수적 구조에 대한 용어와 일반적인 이론을 학습하지는 않지만, 

실제로 대수적 구조를 배우고 있다는 것이다. 

 수학 교과과정 중 대수영역에서 다루어지고 있는 내용은 대수적 구조에 대

한 이론을 바탕으로 구성되어진 것으로 대수적 구조를 떼어놓고 생각하는 것

은 상상 할 수 없는 일이다. 이처럼 대수적 구조에 대한 이론은 고등학교 수

학교과의 내용과 밀접하며 강한 연계성을 가지고 있다. 

 하지만 교과의 내용과 대수적 구조가 무관한 것처럼 느껴진다. 이러한 가장 

큰 이유는 실제 교육현장에서 이루어지고 있는 교육환경 때문일 것이다. 대

학수학능력시험을 치르는 체제로 대학입시제도가 변하면서 수학교육도 많은 

변화를 가져온 것은 사실이며, 이러한 여건들이 대수영역의 여러 가지 성질
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과 구조를 충분히 지도하기에는 쉽지 않은 것이 현실이다. 

⌜참고문헌[15]의 Ⅳ. 변수 개념 지도의 실태 분석과, 참고문헌[18 pp.105- 

125]의 3.대수적 사고요소의 학습실태 파악⌟에서 살펴본 문제점들을 해결해

야 한다는 생각을 바탕으로 교육과정 해설서에 따라 대수적 구조의 지도방안

과 지도상의 유의점을 제시한다. 

 1) 지도방안

  ① 변수를 나타내는 기호가 다르면 학생들은 그 대상까지도 다르다고 생각  

  하기도 하고, 변수를 변하는 ‘대상’이 아닌 변하는 ‘수’로 인식하는 경향이  

  있어 변수에 수 이외의 것을 대입할 때 곤란함을 겪는 경우가 생긴다. 대  

  수에서 핵심적인 변수의 개념은 대수에서 추상적인 방법으로 사고하는 학  

  습을 위한 기본이 되므로 변수의 개념을 확실히 지도해야한다.([17]) 

  학교에서 배우는 변수의 정의는 함수와 함께 다루어진다. 그러나 변수와   

  관련된 많은 실제 지도는 방정식의 풀이에서 하나의 수를 대신하는 미지수  

  의 개념으로 다루어지고 있으므로 이 과정에서 변수의 동적인 측면과 다양  

  한 수를 대표 할 수 있다는 측면을 강조한다.

  ② 자연수, 정수, 유리수, 실수, 복소수, 다항식 전체의 집합을 덧셈과 곱셈  

  의 연산에 대하여 닫혀있고, 모두 연산법칙(교환법칙, 결합법칙, 배분법칙)  

  이 성립하므로 이 집합들이 덧셈과 곱셈에 관한 구조가 같다는 것을 알 수  

  있다. 또 유리수, 실수, 복소수의 집합은 서로 같은 체의 대수적 구조를 갖  

  는다. 이처럼 같은 대수적 구조를 가지는 수 체계를 연계 및 지도하여 학  

  생들이 개념을 일반화하고 추상화하는 것을 도와야 한다.

  ③ 연산에 대하여 연산이 성립하는 수 집합과 성립하지 않는 수 집합을 비  

  교 설명하여 다른 수 집합이 주어졌을 때, 연산의 성립여부를 비교하여 스  

  스로 판단할 수 있게 지도한다. 나아가 새로운 집합이 주어지면 기존의 알  

  고 있는 집합과 비교하여 새로운 집합의 대수적 구조를 파악할 수 있게 하  

  여야 한다.
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  ④ 항등원과 역원이 방정식의 풀이에 활용되는 중요성을 이해시켜야 한다.

  ⑤ 수를 확장함에 있어 수를 확장하는 근거를 제시한다. 

  예를 들면, 실수에서 복소수로 확장하는 경우, 실계수 방정식이 실수범위에  

  서 근이 존재하지 않고 허근이 존재함을 이해시켜 복소수로의 확장의 근거  

  를 제시하여 수 체계 확장의 필요성을 인식시킨다.

 2) 지도상의 유의점

  ① 학생들이 수학적 개념의 상호 관련성을 인식할 수 있도록 지도하고, 기  

  본 개념과 원리를 충실히 이해시키기 위해 기본개념의 이해를 도울 수 있  

  는 구체적인 예를 많이 제시한다.

  ② 대수적 구조의 기본정리 이론을 단계적으로 이해시켜 수학 외 다른 분  

  야와 연계 시키고 상호간의 관계를 이해할 수 있게 한다.

  ③ 생활주변이나 다른 교과에서 접할 수 있는 대수학과 관련된 문제를 통  

  해 학생 스스로 수학에 대한 흥미와 관심을 가지게 하고, 수학의 필요성을  

  느낄 수 있게 한다.

  ④ 수 체계 지도 시 복소수 체계까지 확장하여 대수적 구조를 이해시키도  

  록 하되, 고등학교의 수학교육의 목표에 벗어나지 않도록 한다.
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Ⅴ.결 론

 본 논문은 3차 교육과정 때부터 강조되었던 수학적 구조에 대해 그 본래의 

의미를 되새겨 보고자, 대학에서의 대수학과 고등학교 1학년 과정인 10단계

에서 나타나는 대수적 구조를 비교하여 살펴보았다. 그리하여 10단계에서는 

• 중학교에서 배운 수집합을 실수에서 복소수까지 확장하고 

• 실수와 복소수 집합은 체의 구조를 가지고 있으며

• 다항식 집합은 다항식환이라는 대수적 구조를 이루고, 또 이를 분수체로 확

장시키는 대수적 구조를 이루고 있음을 알아보았다.

 이처럼 고등학교에서 배우는 수학의 내용은 대수적 구조와 많은 연계성을 

가지고 있다. 하지만 대다수의 학생들은 교과서의 내용을 배울 때 정의를 바

탕으로 하여 개념을 파악하기보다는, 대수의 여러 규칙과 절차를 암기하는데 

의존하고 있으며 수학은 규칙이 기본이고 수학 학습은 암기라고 생각하고 있

다. 하지만 7차 교육과정에서 중요시 하는 문제제기와 문제 해결력의 신장을 

위해서는 기본 개념과 원리를 이해하고 그 위에서 문제를 해결하는 능력을 

키우는 것이 필수적으로 요구된다. 만약, 기본 개념이나 원리의 이해 없이 단

순히 암기 하는 방법으로 문제를 해결하는 것만을 배운다면 특정한 경우의 

문제는 해결할 수 있을지 모르지만, 새로운 문제에 부딪혔을 때 이전의 문제 

해결 경험을 바탕으로 하여 그 문제를 분석하고 구조를 파악하는 등의 일은 

거의 불가능 할 것이다.

  

 이를 조금이나마 해결하고자 본 논문의 Ⅳ장에서 제시한 대수 영역의 지도

방안을 바탕으로 하여 대수 영역을 지도함에 있어서 몇 가지 구체적 제안을 

하고자 한다. 

첫째, 학교에서는 대수영역을 지도함에 있어 수학의 기본적인 체계를 이해하  
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     고 개념과 원리에 대한 좀 더 구체적인 지도가 필요하다. 수학적인 개  

     념에 있어서 명확한 개념의 이해 없이는 연계성 있는 학습이 될 수 없  

     으므로, 암기위주의 주입식 계산 교육에서 탈피하여 이론적 배경에 쉽  

     게 접근할 수 있게 하기 위하여 무엇보다도 기본 개념과 원리를 철저히  

     이해하도록 하는데 중점을 두고 학생들을 지도해야 한다.

둘째, 기본 개념과 원리를 충실히 이해시키기 위해서는 기본개념의 이해를   

      도울 수 있는 구체적인 예를 많이 제시하고, 실생활과 관련된 문제들  

      을 많이 다룸으로써 우리의 생활 속에 수학이 있다는 것을 학생들에게  

      인식시키고 이러한 문제를 능동적으로 해결하도록 지도하는 것이 중요  

      하다.

셋째, 대수교육과정을 ‘행하는 것(doing)’에서 벗어나 ‘사고하는 것(thinking)'  

     에 주안점을 두고 지도한다. 그 이유는 현재 컴퓨터나 계산기가 지루한  

     계산이나 기호조작과정, 그래픽 작업 등을 대신해 주므로 대수적으로   

     사고하는데 좀 더 많은 시간을 투자할 수 있기 때문이다. ([16])

     Wagner와 Parke가 이야기 하고 있듯이 과거의 알고리즘적인 대수에서  

     앞으로의 문제해결 대수로의 과정을 위해서 교과서 저자나 교사의 계속  

     적인 노력이 있어야 할 것이다. ([24])

넷째, 교수․학습 면에서 볼 때 단원 학습에 들어가기 전에 수학적 구조를 지  

      도하면 단원의 전반적인 구조 파악에 도움을 줄 수 있다. 그리고 나서  

      실제 수업지도 시, 하나의 새로운 정의가 나올 때 학생이 이미 습득한  

      구조에 적용해 볼 수 있도록 지도한다. 

      만약 습득되어 있어야 할 지식이 완전하지 않는 학생이라면 보충학습  

      을 통해 학습하도록 한 후 새로운 정의를 적용하도록 하고, 능력이 있  

      는 학생들에게는 알고 있는 수학적 구조에 맞추어 스스로 무엇인가를  

      해보는 발전적 노력을 시도한다면 학생들은 더욱 흥미를 가지고 사고  

      력이나 문제 해결력 그리고 사고의 유연성, 무엇보다도 자신감 같은   

      수학적 힘을 키울 수 있을 것이다. 
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  본 연구에서 제시하고 있는 고등학교 수학의 대수 영역 지도 방향이 실제 

대수 교육을 지도하는데 도움이 되길 기대한다. 또한 후속 연구 논문을 통해 

본 연구에서 제시한 지도방향보다 더욱 효과적이고 구체화 된 지도방안으로 

학교 수학의 대수영역 지도개선에 영향을 미치기를 기대한다. 
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