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ABSTRACT

A studyontheapplicationsofmathematicalhistory
inteachinghighschoolcalculus

Jo,MiSuk
Advisor:Prof.Ahn,YoungJoon
MathematicsEducation
GraduateSchoolofEducation,ChosunUniversity

   Calculus has been applied to various fields,such as naturalscience,
statisticsandeconomics.Nevertheless,moststudentdon'tunderstandfullywhat
thecalculusisbecausetheydon'tunderstandtheconceptoflimit,whichisthe
basicofcalculus,andtheyhavetostudyintest-orientedenvironment.Tosolve
theseproblems,alotofinterestingteachingmethodsshouldbedeveloped.So,
thisthesistriedtofindhow mathematicalhistorycanbeappliedtothecalculus
inhighschool.
First,theapplicationofmathematicalhistoryandtheeffectweresurveyed

through thepreceding studies.With these,thedevelopmentofteaching and
learningmaterialsinclassesrelatedtotheroleofteacherswasdiscussed,and
thebackgroundofthecalculuswasresearchedwiththemathematicians'ideas
as the origin of calculus.Moreover,the examples on the application of
mathematicalhistoryinhighschoolmathematicsweredeveloped.
Theexamplewhichweremadeonthebasisofmathematicalcontentsand

questions,willbe applied to the preparation in teaching calculus and the
mensurationbyparts. Thisexamplewillhelpteacherssolvetheproblemsin
teaching calculusandimprovethequality in mathematicseducation and the
effectin learning.In thisthesis,twoexamplesregarding theapplication of
mathematicalhistorywerepresented.
To enhance the teaching skillthrough the application ofmathematical
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history,the following studies on the teaching and learning materials with
mathematicalhistory,and various teaching methods applied to realclasses
shouldbedeveloped.
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제제제 111장장장 서서서 론론론

자연과학의 급속한 발달을 가져온 미적분학이 하나의 기계적인 계산방법이나 절
차를 가르치는 영역으로밖에 여겨지지 못하는 것은 수학의 본질을 이해하지 못하
고 있는 한 단적인 예라고 볼 수 있으며 여기에는 여러 가지 이유가 있겠으나 먼
저 미적분의 접근 방법과 관련하여 생각해 볼 수 있다.현행 교과서는 미적분을 극
한 개념의 응용으로 도입하고 있다.그러나 미적분의 기본적 개념으로 도입된 극한
개념은 그 자체가 학습자가 학습하기 쉽지 않으며 대부분의 학생들은 미적분을 학
습하면서 수학의 다른 분야와 마찬가지로 교과서에 나온 방식만이 유일한 것이라
고 생각한다.
미분의 기초 개념인 극한의 불충분한 이해와 한정된 수업시간동안의 입시교육이
시행됨에 따라 대부분의 학생들은 미적분학의 개념에 대한 이해가 부족하게 되고,
따라서 더 높은 수준의 학습수준으로 이어지지 못하며 수업시간이 지겹고 암기위
주의 학습이 되고 있는 현실이다.[18]Newton과 Leibniz에 의해 미적분이 만들어졌
다는 것은 교과서에 나오는 읽을거리를 통해 알지만,자신들이 배운 것과 동일하게
처음부터 이루어졌으리라 생각하지 못하며,Newton과 Leibniz이전에도 미적분의
중요한 여러 문제들이 연구되었다는 사실은 모른다.
또한 미적분학의 기초적인 학습은 물리적인 면이나 응용적인 면에서 기하,공학,
물리학 등의 학습에 기초가 되며,연계성이 강하기 때문에 자연과학뿐만 아니라 통
계학 및 확률론,경제,경영학 등 모든 분야에 다양하게 적용되고 있다.그러나 미
적분을 배우는 학생들은 이러한 점을 실감하지 못하고,그저 기능적인 계산과 응용
이 된 과다한 미적분 학습 분량을 힘겨워하고 있는 실정이다.
실제로 미적분을 탄생시킨 계기가 되었던 문제들은 단지 미적분 단원의 응용문
제로서 다루어지며 앞에서 배운 계산을 연습하는 과정으로 여겨진다.따라서 미적
분이 갖는 중요성과 의미는 상실된 채 단순히 계산법의 숙달에만 초점을 맞추게
되는 것이다.또한 미적분학 개념은 직관적으로 이해하기에는 많은 어려움이 따르
고,실제 고등학교 수준에서는 개념의 원리나 이해보다는 형식적인 정의와 공식화
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된 풀이방법을 지도하고 있다.
이러한 미적분학 교육의 문제점을 해결할 수 있는 지도방법과 학생들이 미적분
학을 재미와 흥미를 느끼면서 배울 수 있는 각종 방법에 대한 연구가 절실히 요구
된다.따라서 본 논문에서는 미적분학의 수학사적 배경과 미적분의 교수․학습 방
법을 연결시켜 보고자 한다.

전통적으로 고집되고 강조되어온 현재의 연역적 전개에 따른 교과서 구성 및 지
도는 그 편리성과 체계적인 논리성 때문에 아직까지도 부동의 위치를 고수하고 있
다.이러한 연역적 전개 양식은 수학적 개념의 발생과 그 필요성을 제시하지 못한
채 최종적으로 다듬어진,완성된 수학적인 개념과 정리를 논리적인 전개 순서에 따
라 제시하는 것을 원칙으로 하고 있다.그러나 학습자 중심의 학습지도 원리가 부
각되고 있는 최근 수학교육 동향에 의하여 연역적인 지도방법은 그 한계성을 드러
내고 있으며,이에 대한 대안으로 역사 발생적 원리에 의한 지도 원리를 들 수 있
다.역사 발생적 원리는 수학의 역사에서 볼 수 있는 개념의 발생과 그 발달 과정
을 고찰하여 학생들이 보다 잘 이해할 수 있도록 교재를 구성하고,교수․학습에서
활용하게 하려는 것을 뜻한다.
그러나 역사 발생적 원리에 따라 교재를 구성하였을 때,그 분량의 방대함을 생
각하지 않을 수 없으며,정해진 시간에 정해진 진도를 마쳐야 하는 문제를 생각하
면,전적으로 학생의 사고 과정을 중시하는 역사 발생적 원리는 한계에 부딪힐 수
밖에 없다.따라서 이 단점을 조금이나마 극복할 수 있는 방안으로 역사 발생적 원
리에 의한 지도법 중 수학사를 활용한 지도를 들 수 있다.[16]
또한,우리나라 제 7차 교육과정에서는 수학적 힘(mathematicalpower)을 강조
하고 있는데,�수학적 힘�이란 탐구하고,예측하며 논리적으로 추론하는 능력,수
학에 관한 또는 수학을 통한 정보교환 능력,수학 내에서 또는 수학과 다른 학문적
영역 사이의 아이디어를 연결하는 능력,문제 해결력이나 어떤 결정을 내려야 할
때 수량과 공간에 관한 정보를 찾고 평가하고 사용하려는 성향과 자신감을 포함한
다.수학적 힘을 기르기 위해서는 수학의 기본 지식,추론 능력,문제 해결력,수학
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적 아이디어의 표현 및 교환 능력,그리고 사고의 유연함,인내,흥미,지적 호기심,
창의력을 길러주는 다양한 교수․학습 방법을 필요로 한다.
수학의 본질을 이해하고,수학적 사고를 강조하는 제 7차 교육과정은 수학사를
활용한 학습-지도에 중요한 시사점을 주고 있다.또한 수학사를 활용한 학습을 통
하여 학생들의 수학적 사고 능력은 십분 발휘될 수 있기에 충분하다.

본 논문에서는 고등학교 미적분학 지도에 있어서 수학사를 활용하는 방안을 모
색해 보고자 한다.본 연구의 구성 및 내용은 다음과 같다.

제 2장에서는 이론적 배경으로 수학교육에서의 수학사 활용에 대한 선행 연구
자료를 살펴보고자 한다.수학사 활용의 필요성과 그 효과 그리고 실제 수업 전개
및 교수․학습 자료 개발과 밀접한 관련이 있는 수학사 활용의 방법적 측면,수학
사 도입에서의 교사의 역할에 대하여 논할 것이다.
제 3장에서는 미적분 개념의 기원이 되는 여러 수학자들의 아이디어를 중심으
로,미적분학의 수학사적 배경을 고찰할 것이다.
제 4장에서는 수학사 활용에 관한 이론과 미적분학의 수학사적 배경을 토대로
고등학교 미적분학 지도에 있어서 수학사 활용 예시안을 제시하고자 한다.
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제제제 222장장장 수수수학학학교교교육육육에에에서서서의의의 수수수학학학사사사 활활활용용용

발생적 원리는 수학을 논리적으로 전개된 결과적 지식체계로 가르치는 연역적인
교재 구성을 강조하는 형식주의의 결함을 극복하기 위하여 제기되어 온 수학 학습
지도 원리로,수학을 완성된 산물로서가 아닌 발생과정 곧,수학화의 과정을 되밟
게 함으로서 바르게 이해하고 적용될 수 있음을 바탕으로 하고 있다.[2]학교수학
의 역사 발생적 접근은 학생들로 하여금 수학을 반박할 수 없고 변하지 않는 진리
로 이루어진 것으로 생각하기보다는 인간에 의한 끊임없는 반성과 개발의 노력에
의한 것으로 생각하게 해준다.
역사 발생적 원리는 개체발생은 종족발생의 전 과정을 단축된 형태로 반복한다
는 생물학적 원리를 정신 영역에 적용한 것으로,이는 수학의 역사에서 볼 수 있는
역사적 도식화 과정을 시간적으로 단축하여 학생들이 그것을 수학의 교수․학습에
서 재현하게 한다는 교수학적 원리라 할 수 있다.[3]
이러한 역사 발생적 원리는 18세기 이래로 여러 학자들에 의해 수학을 논리적으

로 전개된 결과적 지식 체계로 가르치는 연역적인 수학교육에 대한 반성과 함께
그 결함을 극복하기 위해 제기된 수학학습 지도 원리로서 꾸준히 주장되어 왔다.
수학교육의 궁극적인 목표가 수학적 사고 교육에 있다면,학생들에게 역사적인 학
습과정,다시 말해 수학의 발달이라고 하는 인류 전체의 학습과정을 단축된 형태의
가상적인 과정으로 재현시켜줌으로써 수학화와 수학적 사고의 경험을 할 수 있게
하는 일은 무엇보다 중요하다고 할 수 있다.
어떤 개념을 가르치려면 개념들을 서로 연결시켜 주고 그들의 논리적인 상호관

계를 발견할 수 있도록 도와주는 데 관심을 가져야 한다.문맥을 떠나서 또는 고립
되어 개념을 가르쳐서는 안 된다.이전의 사람들이 취했던 단계와 따라온 접근 방
법을 더 많이 제시할 필요가 있다.중등학교 수학을 가르치는 근본 목적은 학생들
이 생각하고 배우는 직관적인 방법을 분석적이고 논리적인 것으로 바꾸려는 것이
아니다.오히려 그것을 적절히 조합하여 조화로운 발달을 꾀하려는 것이다.역사
발생적인 원리에 따른 교육은 수학교육의 중요한 목표를 달성하는 데 매우 적합한
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하나의 방법이라 할 수 있다.
그러나 역사 발생적 원리에 따라 교재를 구성하였을 때,그 분량의 방대함을 생

각하지 않을 수 없으며,정해진 시간에 정해진 진도를 마쳐야 하는 문제를 생각하
면 전적으로 학생의 사고 과정을 중시하는 역사 발생적 원리는 한계에 부딪힐 수
밖에 없다.따라서 역사 발생적 원리에 의한 지도법 중 수학사를 활용한 지도는 이
단점을 조금이나마 극복할 수 있는 방안이라 할 수 있다.

학생들에게 진정한 수학을 가르치고자 한다면 수학의 역사를 간과해서는 안 된
다.그들에게 필요한 것은 수학을 통한 논리성과 이해력 향상일 수 있으나 이들을
위해 가르쳐지는 수학을 올바로 이해하기 위해서는 수학사를 알고 있어야만 한다.
그렇게 함으로써 수학은 지루하고 틀에 박힌 딱딱한 과목이 아니라 이해하고 설명
될 수 있는 과목이라는 올바른 인식을 가질 수 있게 되는 것이다.
학습-지도 과정에서 수학사를 적절히 활용한다면 보다 의욕적이고 활발한 수업

이 전개될 수 있을 것이다.이 장에서는 수학사 활용의 필요성과 그에 따르는 효
과,이를 위한 방법과 수학사 도입에서의 교사의 역할에 대하여 알아보고자 한다.
요즈음의 수학적 지식의 학습과 계산 기능의 습득보다 학생들의 수학적사고력 향
상을 도모하는 수학교육의 추세로 볼 때,이는 수학사에 대한 인식과 교육현장에서
교사가 어떻게 수학사를 도입해야 하는가에 대한 방법론적인 문제에 도움이 될 것
이다.

1.수학사 활용의 필요성

수학 교육의 목적과 학교 교육에서 수학을 교과로 선정하는 이유를 다음과 같이
세 가지로 살펴 볼 수 있다.[5]
첫째,수학을 배우면서 사회생활을 할 때나 과학이나 다른 학문을 공부하는 데
도움이 된다(실용성).
둘째,수학적 정신 능력을 신장시킬 수 있다(정신도야성).
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셋째,수학의 미적 가치를 학생들에게 인식시키는 것이다.그리고 인류문화 유산
의 계승 등이 있다(심미성).

이러한 목적을 달성하기 위해 제 7차 교육과정에서 제시한 수학교과의 기본방
향은 다음과 같다.[19]
첫째,개인의 능력 수준과 진로를 고려하여 초등학교 1학년부터 10년간 20단계로
수준별 교육과정을 운영하고 고등학교 2년 과정에서는 계열별 구분 없이 자기의
능력과 진로에 맞는 수학을 선택하도록 한다.
둘째,수학적 사고력과 문제 해결력을 길러주는 수학교육을 한다.수학의 사고력
을 기르기 위해서는 수학의 기본지식이 바탕이 되어 흥미와 탐구하고자 하는 호기
심을 심어주며,창조성을 불러일으키는 학습을 하도록 한다.
셋째,계산기와 컴퓨터를 수학학습에 활용한다.
넷째,능력별 이동수업,열린 수업,개별학습 등 다양한 지도와 학습방법으로 다
양한 학습 자료와 영상매체 등을 활용한다,또한 평가 방법도 지필검사,수행평가,
관찰,면담 등을 동시에 실시한다.
끝으로 수학의 학습을 통하여 수학에 대한 흥미,자신감,가치인식,사고의 유연
성,인내력 등을 길러서 수학을 스스로 공부하고 연구하여 활용할 수 있도록 한다.

수학사를 활용한 학습-지도는 위에서 살펴본 제 7차 교육과정 상의 수학교과의
교육 목적에 부합되며,또한 교과 과정의 한 구성요소로써 제 몫을 담당할 수 있
다.이제 수학사를 활용한 수학 수업이 왜 필요한가에 대해 살펴보고자 한다.
백석윤은 수학사 지도의 필요성을 다음과 같이 말하고 있다.[11]
첫째,수학내용에 대한 역사적 의의를 알게 됨으로써 학생들의 수학에 대한 흥
미,적극적인 학습의욕,학습 노력을 불러일으킨다.
둘째,수학적 개념이나 내용의 생성 변천 과정을 통하여 학생들의 잘못된 인식과
오개념을 정립시킨다.
셋째,수학에 대한 무미건조함을 해소시킨다.즉,수학을 실생활과 연결시켜 의미



- 7 -

를 찾아볼 수 있게 하는 계기를 마련하고 수학 내용이 실생활과 유리된 불필요한
과목이라는 잘못된 편견을 시정할 수 있는 계기를 마련한다.
넷째,수학 형성의 배경,수학자나 당시 사회와 관련된 흥미로운 에피소드,수학
적 개념 내용의 발생과 변천 과정에 대한 재미있는 이야기 등으로 학생들의 잘못
된 선입관과 편견을 바람직한 방향으로 시정,유도하게 한다.이를 위하여 수학사
가 제공하는 수학자들의 관련 일화는 수학의 인간적인 측면을 인식하게 할 수 있
고,수학의 엄밀성,완벽성에 대한 학생들의 거부감 해소에 도움이 된다.
다섯째,수학의 발달과정은 자연과학의 발달과정과 밀접하게 연관되어 있으므로
수학은 편협한 과목이 아니라 일반적인 성격이 강하고 적용범위가 넓은 기초과학
과목이라는 폭넓은 이해를 갖게 하는데 도움이 되며,이러한 이해를 통해 갖게 되
는 수학에 대한 올바른 인식은 학생들의 수학 공부에 대한 올바른 태도를 가져다
줄 것으로 기대된다.
여섯째,일선 교사의 적절한 방법을 통한 수학사의 응용은 학생들의 주의 집중과
변화를 가져오게 한다.
일곱째,수학적 구조나 개념의 형성,발전 과정의 고찰은 학생의 수학적 구조나
개념의 형성에 도움이 되고,수학 교육 과정의 연구에도 중요한 참고 자료가 된다.
NCTM에서는 다음과 같이 수학사를 도입해야 하는 이유에 대해 언급하고 있
다.[9]
첫째,역사는 동기를 부여한다는 것이다.
아동들은 Archimedes에 대하여 들은 이야기를 생각하며,기하학에 관해 공헌했
음을 느끼게 되고,수학의 매력을 느낄 수 있을 것이다.
둘째,수학이란 인간의 노력의 산물이라는 것을 알게 한다.
기술의 발달에 의하여 요즘의 아동들은 수학이란 단지 계산기와 컴퓨터에 의해
해결되어지는 것으로 먼저 인식해버릴지도 모른다.그들은 스스로 수학을 이해하거
나 계산과정을 알아볼 필요가 없다고 생각할지도 모르며,그 결과만 중시하게 된
다.그러나 문제해결은 아직 본질적으로 인간이 해야 할 과정이며 발견은 그 시대
사람들의 요구에 의해 생성되어왔다는 것을 수학사를 통해 인식시킬 수 있다.



- 8 -

셋째,수학이 사람들이 행하는 어떤 것이라면 그것을 행한 수학자들의 이야기에
는 같은 것을 행하려는 다른 사람들을 고무시킬 수 있는 힘이 있다.
수학자들의 역경을 보면서,그들의 삶은 열정적인 연구와 굳은 결심들의 힘에 의
해 뚜렷이 나타난다는 것을 알 수 있다.
넷째,수학적 개념이 어디에서 유래되었는지를 아는 것은 매우 중요하다.
수학적 아이디어의 기원을 이해하는 것은 학생들이 매우 어려워하는 내용이나
추상적인 수학적 절차를 이해하기 위해 더욱 효과적이며,이러한 기원에 대한 일화
들이 또 다른 새로운 영역에 대한 연구의 발판이 되기도 한다.
다섯째,수학사의 도입은 문제해결을 위해 다양한 방법적 접근을 갖게 해준다.
자신의 경험에 의해서 이런 다양한 방법을 사용하여 얻은 계산 결과를 대부분이
사용하는 보통의 공식으로 얻어진 계산결과와 비교해 볼 때,그들은 문제를 해결하
는 방법을 단 한가지로 제한하지 않는다는 것을 발견할 수 있다.
여섯째,수학적 기원을 탐구하는 것은 종종 수학자체의 상호연관성을 위한 창을
열어주는 것이다.
일곱째,과거의 수학사는 오늘날과 연관성을 갖게 된다.수학사는 과거로부터 미
래를 이어주는 다리가 된다.
또한,사단법인 수학사랑의 98수학사 세미나팀은 수학사를 수업에 도입해야 하는
필요성에 대해 다음과 같이 언급하고 있다.[12]
첫째,수학의 역사 발생적 원리가 개체의 수학능력 발달과 밀접한 관련이 있다.
현실과 분리된 내용들을 다루는 학교수학을 배우면서 학생들이 갖는 의문점 가

운데 하나가 “도대체 누가 왜 이러한 것을 생각하였을까?”라는 것이다.이 의문에
답을 얻지 못한 채 학생들은 수학 교과는 처음부터 완벽한 형태로 존재해 온 것이
라 생각하게 되고 수학에 대한 흥미와 자신감을 점점 잃어간다.완성된 형태로서의
수학을 보여주는 현재의 연역적 교재 구성은 학생들에게 참다운 수학을 알려 주지
못한다.이러한 구성에서 벗어나 수학의 과정적 성격에 따른 학습-지도 원리가 역
사 발생적 원리이다.이 원리에 따르면 수학은 완성된 산물이 아니므로 수학의 역
사적 발생과정을 현재의 학생들이 수학의 교수․학습에서 재현하여 학생들이 수학
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적 지식을 구성하는 과정을 이해하도록 해야 한다는 것이다.
둘째,수학사를 활용한 수업은 학생의 흥미와 호기심을 자극할 수 있다.
수학사를 앎으로써 완벽한 수학 체계 앞에서 사고의 자유를 잃은 학생에게 수학
의 시행착오적 발달과정을 보여줌으로써 정서적인 친밀감을 높일 수 있고 수학의
필요성을 이해하고 학습동기와 의욕을 가질 수 있다.또한 학습에서 흥미를 유발하
여 학습효과를 높이고,수학의 발견과정과 수학적 개념과 원리를 이해하고 자신감
을 형성한다.
셋째,수학사를 활용하면 학생의 정의적 발달에 도움이 된다.
수학사를 수학교육에 활용함으로써 수학은 절대적 진리나 변할 수 없는 이론이
아니라 우리도 수학을 비판적으로 바라보고,새롭게 변화 발전시킬 수 있다는 개방
적인 생각을 가질 수 있다.역사적 미해결 문제들을 풀기 위해서 많은 사람들이 엄
청난 노력으로 연구한 결과,오늘날 수학의 이론들이 형성되었다.위대한 수학자들
도 현재의 정교한 이론을 만드는 과정에서 어려움과 실수를 했다는 사실을 통하여
문제해결 과정에서 시행착오를 거듭하는 학생들에게 용기를 북돋아 줄 수 있고 과
제 집착력을 기를 수 있다.또,조상들이 직면했던 어려운 수학 문제들과 새로운
개념들을 대면하여,이해하고 해결할 수 있는 탐구와 개척의 정신으로 해결하는 기
쁨을 얻을 수 있다.따라서 수학의 역사는 수학과 인생의 지혜가 되는 가치관을 확
립할 수 있는 정서적 측면의 좋은 학습 자료가 될 것이며 수학에 대한 자신감,가
치인식,사고의 유연성,인내력 등을 길러서 학생 스스로 수학을 공부하고 연구하
여 활용할 수 있도록 할 수 있다.

이외에도 수학교육에서의 수학사 활용의 중요성을 강조하고 있는 여러 선행 연
구 결과가 있다.이들의 공통된 주장을 다음과 같이 요약할 수 있다.
첫째,수학에 대한 올바른 인식과 태도를 지니게 할 수 있다.
수학의 무미건조함을 해소시켜 주고,수학의 유용성을 알려 줄 수 있다.또한 수
학은 발전하는 학문임을 인식하고,수학 자체를 이해하는 데 도움을 준다.자연현
상과의 관련을 이해하게 하여 수학이 폭넓은 기초과학임을 자각하게 해 준다.
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둘째,학습자의 정의적 측면의 교육에 기여한다.
수학적 성향 및 수학에 대한 흥미와 관심 유발,동기 부여,수업에 대한 참여도
증가,학습 의욕 증대 등 지적 교육을 도울 수 있는 정의적 교육에 기여하여 학습
효과를 증대시킬 수 있다.
셋째,수학의 �인간화�를 도모할 수 있다.
수학은 �인간적인 과목�이며,수학 자체가 인류문화의 전달자임을 알게 해준
다.

2.수학사 활용의 효과

Freudenthal은 수학사를 수학 교육에 이용하면 다음과 같은 이점이 있다고 적고
있다.[3]
첫째,알고리즘적인 계산 수학을 반성하여 개념적 사고를 고취하는데 이용할 수
있다.
둘째,교육과정 구성에서 �자연스러운� 내용 배열의 준거가 되며,학습-지도에
서 수학적 아이디어의 발달 과정을 따름으로써 자연스럽게 그 이해를 도울 수 있
다.
셋째,수학의 역사적 발달 과정에 소급해봄으로써 수학적 사고의 인간적인 모습
을 접해 보게 하여,학습 동기를 유발하고 수학 학습에 생기를 불어넣을 방안을
찾을 수 있다.
넷째,현대 기술 문명의 발달에서의 수학의 중심적인 역할과 수학의 문화적인 역
할,특히 인간관과 세계관 형성에 미친 수학의 역할을 이해함으로써 수학에 대한
학생들의 인식을 바꿀 수 있다.
김춘영은 수학 교육에서의 수학사 도입의 효과에 대하여 다음과 같이 말하고 있
다.[10]
첫째,흥미와 자신감을 고취시킨다.
어떤 특정한 수학 단원을 학습하는 시간에 그 수업의 내용과 관련이 있는 문제
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를 수학사에서 발췌하여 당시의 그 문제에 대한 간단한 배경 설명과 함께 학생들
에게 제시하면,학생들은 역사 속에서 당시의 문제를 의식하고 해결해보려 노력하
는 가운데 자연히 새로운 흥미를 갖게 될 것이다.또 수학적 개념이나 내용의 생성
변화를 의식하게 해 줌으로써,문제 해결 과정과 방법을 다시 음미하여 오늘날의
수학을 이해하는 데 도움을 준다.
둘째,수학의 형성 배경과 변천 과정을 통해 새로운 수학관을 확립한다.
수학의 형성의 배경이라 할 수 있는 수학자와 당시 사회와 관련된 흥미로운 이
야기,그리고 하나의 수학적 개념이나 내용의 변천 과정에 얽혀 있는 이야기 등은
학생들로 하여금 수학에 대한 부정적 편견을 줄이고,바람직한 방향으로 유도할 것
이다.사실 많은 학생들이 수학은 어렵고,추상적이며 재미없는 과목이라는 생각을
하고 있는 현실이다.학생들의 이러한 생각을 해소해 주기 위해서 수학자들에 관련
된 일화 등의 소개로 수학이 갖고 있는 인간적인 측면을 인식시켜 줄 수 있다.즉
수학이라는 딱딱한 과목도 인간이 생활해 나가면서 필요에 의하여 창조,수정,다
듬어져 현재와 같은 완성된 모습을 갖추게 되었고 또한 앞으로도 계속 변천될 가
능성을 갖고 있음을 알게 함으로써 학생들의 수학에 대한 거부감을 어느 정도 해
소해주는 역할을 할 것이다.
셋째,수학의 폭넓은 수용성과 과학 발달 현상과의 연관성을 이해한다.
수학과 자연과학의 발달 과정에서 등장하는 이야기들은 자연계에 존재하는 여러
가지 원리들이 수학과 어떠한 관련이 있는가를 간접적으로나마 시사해 준다.따라
서 수학이 우리 생활과 아주 동떨어진 과목이 아니라 그 적용 범위가 넓은 기초
과학이라는 폭 넓은 이해를 갖게 하는데 도움이 된다.이러한 수학에 대한 올바른
인식은 학생들의 수학 공부에 바른 태도를 가져다 줄 것이다.수학사는 때로는 수
학 수업 시간에 학생들의 주의를 집중시키거나 흥미를 유발시키는 방법으로도 사
용이 가능하다.수학사의 응용은 지루한 수학 수업에 활기를 불어넣을 수 있게 해
주고 분산된 학생들의 관심을 수학 학습에 다시 끌어들이는 역할도 할 수 있다.
즉,수학을 지도하는 교사의 수학사에 대한 풍부한 지식과 이해는 즐거운 수학 학
습의 기회를 교사나 학생 모두에게 가져다 줄 것이다.
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넷째,학생 성장에 따른 교육과정 개발에 참고가 된다.
어린이들의 수 체계 형성 과정은 인류 문화에서 수체계의 역사적 발전과정과 흡
사함을 본다.수학사에서 찾아 볼 수 있는 일련의 수학적 구조나 개념의 형성,발
전 과정의 고찰은 학생들의 수학적 구조나 개념의 형성과정을 연구하는데 도움이
될 것이며,나아가서 수학 교육과정의 연구에도 중요한 참고 자료가 될 것으로 본
다.[3]

또한,초등학교와 중등학교에서 각각 수학사를 실제 수업에 도입해 보고,그 효
과를 검증한 연구 자료인 김춘영(1993)의 <수학사를 이용한 국민학교 수학과 교재
개발 연구>와 정미경(1994)의 <수학사를 도입한 중․고등학교 수체계 지도에 관한
연구>에 의하면,수학사를 실제 수업에 적용해 본 결과 수업에 활기를 불어 넣어
주고,학습자의 흥미를 북돋았으며,학습동기를 유발하고,수학적 지식 구성에 도움
을 주는 등 주로 정의적 측면에서의 효과를 증대시켰다고 한다.그러나 무엇보다도
가장 큰 효과는 학습자로 하여금 수학에 더 가까이 다가갈 수 있도록 유도할 수
있었다는 것이다.[10,15]

3.수학사 활용의 방법적 측면

수학사를 활용하기 위해 많은 시간을 할애하는 것보다 수학이란 학문을 이해하
고 흥미를 유발할 수 있도록 적절히 제시해 주는 것이 중요하다.자칫 잘못하면 수
학사를 위한 수학 수업이 될 수가 있음을 유의해야 하고,수학사를 도입할 시기와
방법은 수업에 중요한 변인이 된다고 볼 수 있다.
실제 수업과 직접 관련된 수학사적 자료를 소개하고 수학자의 일화와 실제 생활
에 활용된 예를 들어줌으로써 학생들의 동기를 유발하는 것은,일반적으로 널리 알
려지고 또한 이미 이루어지고 있는 수학사를 활용한 수업이라 할 수 있다.이와 같
이 수학사 활용의 방법적인 측면에 대한 선행 연구 결과를 살펴보고자 한다.
백석윤은 수학사 지도 방법을 다음과 같이 제시했다.[11]
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첫째,단원 내용과 관련된 수학 용어나 수학자의 생애와 업적,일화,시대적 배경
등 역사적 연계성이나 입체감을 학생들이 느끼게 함으로써 흥미를 유발시킨다.
둘째,수학사에 등장했던 문제들을 학생들에게 제시하여 직접 풀어보게 하거나,
교사가 과거의 풀이 방법을 비교 설명함으로써 극적인 경험을 하게 된다.
셋째,과거 수학자들이 미래 사회에서 필요로 하는 수학적 내용에 대한 예견이나
그 예견이 현재 사회의 요구에 부합되고 있는 경우를 수학사에서 예를 들어 설명
한다.
넷째,그 밖의 다양한 수학사적 참고 자료들은 단순히 학생들의 주의환기나,관
심 집중을 위한 방법으로도 학습 현장에 이용될 수 있다.
다섯째,이미 학습했거나 학습하게 될 수학 내용과 관련된 수학적 주제들의 목록
을 제시하여 소위,수학사 연대표를 학생들 스스로 만들어 보게 한다.
여섯째,한 가지 문제에 대하여 수학사에 나오는 다양한 해결 방법을 소개하여
비교해 봄으로써,문제 해결 능력의 증진과 수학이 단지 문제풀이라고만 생각하는
선입관을 해소시킬 수 있다.또한 서로 다른 시대 및 장소에서 활동했던 사람들의
다양하고 창조적인 수학적 사고를 경험할 수 있는 기회를 제공한다.
허민은 실제 수업에서 수학사를 활용할 수 있는 예를 다음과 같이 제시하고 있
다.[17]
첫째,옛 문제의 활용
수학사는 수학 개념과 이론들이 제기된 문제를 해결하기 위해 구성되고 수정되
며 확장되었음을 보여 준다.그러므로 역사를 통해 수학 교수와 학습을 풍요롭게
하기 위한 좀 더 직접적인 접근 방법은 학생들로 하여금 옛 수학자들에게 흥미 있
었던 몇 개의 문제를 풀어보게 하는 것이다.이것은 수업의 일부로서 별도의 시간
을 할애할 필요가 없이 가르치고 있는 주제와 관련된 역사적 문제를 소개하면 충
분한 것이다.
둘째,원전의 이용
수학의 고전과 수학에서 신기원을 이룩한 원전을 이용함으로써,수학은 인간의
관여 없이 주어진 공리와 정리의 무미건조하고 고착된 체계가 아니라 인간의 계속
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된 노력이며,정리는 수학 세계의 신비를 풀기 위해 고심한 천재들의 노력의 결과
라는 사실을 이해하게 한다.

4.수학사 활용에서의 교사의 역할

그 동안 수학사는 다분히 서양의 역사로서만 인식되어 왔고,또 수학에서 역사를
이용하는 것이 어렵게 생각되어져 수학사를 소홀히 여겨 왔지만,이제는 수학의 이
미지를 바꾸어 수학을 단순한 계산 과정이 아닌 인간의 활동으로 보아야 한다.수
학 교사는 수업에 수학사를 다루어 줌으로써 수학에 대한 형식적이고 독단적인 견
해에 대항하여 수학이 실용적인 이유로 출발했던 하나의 창조적 인간 활동이라는
것을 학생들에게 보여 줄 수 있어야 한다.따라서 교사들은 학습장애 요인들을 배
제하기 위해 수학자들의 에피소드와 수학적 내용의 기원 등을 역사적으로 살펴본
다거나 다양한 학습 자료를 동원하여 딱딱한 수학 학습의 이미지를 탈피할 수 있
는 노력뿐 아니라,학생들이 수학에 대한 친근감을 가지게 하여 수학을 탐구하도록
하는 계기를 마련해주는 교수․학습 방안을 강구해야 한다.수학 교사도 수학을 가
르치는 교사로서 뿐만 아니라 수학자로서,시대적 흐름과 함께 요구되어지는 수학
사나 수학자에게 관심을 가져야 할 것이며,수학에서만이 가질 수 있는 특별한 지
식을 갖도록 하여야 할 것이다.
수학을 가르치다 보면 발견자의 이름을 따서 불려지는 많은 이론이나 정의를 만
나게 된다.그러나 그의 개인적인 상황이나 수학사적인 내용 등에 대해 사전 지식
이 없는 교사의 경우는 이에 대한 학생들의 궁금증을 풀어줄 수 없을 뿐만 아니라,
교사 스스로도 자신감을 잃게 되는 원인이 될 수도 있을 것이다.이와 반대로 수학
에 대한 다양한 지식을 갖고 있는 교사라면 학생들을 지도할 때 자신감이 생길 뿐
만 아니라,교사 자신의 마음에도 여유가 생겨 학생들에게도 무엇인가 특별한 면을
나타낼 수 있다.
그러나 실제로 많은 수학교사들이 수학사에 관한 책을 많이 읽거나 들어본 경험
이 없는 상황이기 때문에 여러 가지 장점이 있음에도 불구하고 수학사에 대한 교
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육이 필요하다고 느끼고 있으면서도 수학사 도입이 제대로 이루어지지 못하고 있
음을 알 수 있다.
따라서 수학 교사는 수학사에 대한 깊이 있는 교재 연구를 통해서 수학적인 인
물들의 개인적인 생애나 시대적 상황,이론의 발견 시기 또는 수학자들 사이의 스
승과 제자 관계 등 보다 정확하고 깊이 있는 수학사적인 내용을 제시할 필요가 있
다.[14]

�수학의 역사적 기원을 안다�는 것이 교사에게 미치는 유용성은 상당한 것으
로 교사 자신에게 새로운 지식과 수학에 대한 인식을 바꾸게 해줄 뿐 아니라 교사
에게 교육적인 아이디어 개발에 통찰을 제공함으로써 교사의 열의를 고무시키고
활기 있게 만들 수 있을 것이다.물론 수학 학습지도에서의 수학사의 이용은 보조
적인 것이며,수학교사가 수학 시간에 수학사를 지도하라는 것은 아니다.수학의
역사는 학습자에게 실질적인 도움을 줄 수 있는 정도로만 다루어져야 한다.[3]
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제제제 333장장장 미미미적적적분분분학학학의의의 수수수학학학사사사적적적 배배배경경경

이 장은 김용운,양영오,이우영의 저서를 기초로 미적분학의 수학사적 내용을
요약한 것이다.[1,6,7]

111...적적적분분분학학학

현행 교과과정에서 미분을 먼저 시작하고 다음에 적분을 공부하는 관습적인 순
서와는 반대로,적분학의 착상이 역사적으로 미분학보다 먼저 발달되었다는 것은
흥미로운 사실이다.적분학의 착상은 어떤 도형의 넓이나 부피,호의 길이 따위를
구하는 것과 관련한 합의 과정에서 처음 이루어졌다.적분의 아이디어를 가지고 있
었던 대표적인 수학자로 그 유명한 Archimedes를 들 수 있다.이 절에서는 적분개
념의 기원과 Archimedes,Kepler,Cavalieri의 아이디어를 알아보고자 한다.

1)적분개념의 기원

미적분학의 역사 속에서 발생된 첫 번째 문제는 넓이,부피,호의 길이의 계산과
관련된 것이었다.원의 넓이를 구하는 문제에 대한 최초의 공헌 중의 하나는
Antiphon1)의 업적이다.Antiphon의 대담한 주장은 그리스의 실진법(method of
exhaustion)의 싹을 배태시켰다.
실진법은 흔히 Eudoxus(기원전 370년경)가 Zenon2)의 역설3)에 대한 대응으로 고

1) Antiphon(기원전 430년경)은 원의 넓이를 구하는 문제에서 한 원에 내접한 정다각형의 변의 수를 계속
두 배해 나감으로써 그 원과 다각형 사이의 넓이의 차를 궁극적으로 없앨 수 있다고 생각하여,어떤 주
어진 다각형과 넓이가 같은 정사각형을 만들어낼 수 있기 때문에 결국 원과 같은 넓이를 가진 정사각형
도 만들 수 있을 것이라고 주장했다.

2)Zenon(기원전 490?～430?)은 그리스 엘레아학파의 철학자이고 파르메니데스의 제자인데 스승인 파르메
니데스를 변호하기 위해 이분법,화살,아킬레스와 거북이 등의 많은 역설을 만들어 내는데,그 속에는
당시에는 매우 애매했던 무한과 연속,극한 등의 중요한 개념이 내포되어 있어 플라톤 학파와의 격렬한
논쟁을 일으킨다.

3)Zenon의 선분의 무한 연속에 반대하는 역설로서 이분법(TheDichotomy),화살(TheArrow),아킬레스와
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안한 것으로 알려져 있다.이 방법은 양의 무한가분성을 가정한 후 다음과 같은 명
제를 기초로 하고 있다.�만일 어떤 양으로부터 절반 이상의 부분을 빼내고 다시
나머지 부분으로부터 절반 이상의 부분을 빼내는 과정을 계속할 경우 결국 어떤
정해진 양보다도 작은 양만 남을 수 있다.�
실진법은 복잡하고 불규칙적인 기하학적 도형의 넓이나 부피를 직접 구할 때 사

용할 수 있는 일종의 수학적 기교이다.즉 곡선으로 둘러싸인 도형의 넓이를 구하
고자 할 때 넓이를 잘 알고 있는 단순한 다각형부터 시작하여 점점 더 주어진 도
형에 가까운 다각형으로 변형해감으로써 주어진 도형의 넓이에 계속 근접시켜가는
방법이다.이 방법은 일단 하나의 식이 알려지면 이를 입증하기 위한 엄밀한 도구
는 될 수 있으나,어떤 도구를 발견하는 데는 무의미하다.실진법을 적극 사용하고
발전시킨 학자는 Archimedes이다.
Archimedes는 오늘날의 적분 개념에 가장 근접하게 활용하여 곡선으로 둘러싸인

평면도형의 면적을 성공적으로 계산해낸 적분법의 선구자였다. 그 예로
Archimedes가 포물선 영역의 면적을 구하는 과정을 알아보고자 한다.

(그림 3-1)포물선 부분의 구적법

거북이의 역설이 있다.
․이분법 :만일 직선을 무한히 쪼갤 수 있다면 운동은 불가능하다.왜냐하면 직선을 통과하려면 우선
중점을 지나야만 하고 그러기 위해서는 사분점을 지나야하고 또 그러기 위해서는 팔분점을 지나야만 하
는 등 무한히 많은 점을 지나야 한다.따라서 운동은 시작조차도 할 수 없다.
․화살 :만약 시간이 더 이상 쪼개질 수 없는 아주 짧은 순간들로 이루어져 있다면 움직이는 화살은
항상 정지해 있다.왜냐하면 매 순간마다 그 화살은 한 고정된 지점에 있기 때문이다.각 순간에서 이
명제가 참이므로 화살은 결코 움직이지 않는다.
․아킬레스와 거북이 :아킬레스는 거북이를 따라 잡을 수가 없다.왜냐하면,아킬레스가 거북이가 있던
곳까지 왔을 때는 거북이는 얼마간 전진하고 있다.다음에 아킬레스가 다시 그때 거북이가 있던 곳까지
왔을 때는,거북이는 또 얼마간 전진하고 있다.따라서 아킬레스는 거북이를 따라잡을 수가 없다.
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점 를 선분    의 중점을 지나고 포물선의 축에 평행한 선분
를 그어 얻는 포물선의 호 위의 점이라 하자.포물선의 기하학적 성질
로부터 Archimedes는 다음이 성립함을 밝혔다.

△  △ 
△



이 착상을 반복하여 적용하면 포물선의 부분의 면적은 다음과 같다.

△ 
△




△





△




 ⋯

 △






 











 ⋯





△

기하급수의 합의 극한을 취함으로써 계산을 간략히 하였는데 Archimedes는 실진법
을 반복하여 사용하였다.Archimedes는 어떤 면적이나 체적을 다루면서 우리의 기
초 미적분 교과서에서 볼 수 있는 수많은 정적분과 동등한 것에 도달하였다.

2)Archimedes의 평형법

Archimedes는 실진법에서 더 나아가 구적법의 결과를 발견하기 위한 방법으로
평형법을 사용하였다.평형법의 기본적인 착상은 다음과 같다.주어진 도형의 넓이
또는 부피를 구하기 위해서는 먼저 이것을 매우 많은 얇고 평행한 가로 평면 또는
세로 평면(층)으로 자르고(마음속으로)그 조각을 넓이와 무게 중심을 이미 알고
있는 도형과 평형을 이루도록 주어진 지레의 한 끝에 매단다.구의 부피를 구하는
공식을 찾는데 활용함으로써,이 방법은 제대로 이해될 수 있을 것이다.
중심이    인 원

       

을 정리하면 다음과 같이 된다.
    
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(그림 3-2)평형법에 의한 구의 부피 측정

의 양변에 를 곱하면,

        (1)

여기서, 

 

 은 각각 위의 원과 직선   를 축 둘레로 회전시켰을
때 생기는 구의 원뿔의 단면의 넓이이다.
(1)식의 양변에 를 곱하면

         (2)

여기서  은 밑면의 반지름의 길이가 ,높이가 인 원기둥의 단면의

넓이를 나타내고 있다.원기둥은 그대로 두고 구와 원뿔을 원점에서  의 거리

에 축에 수직으로 매어 단 것으로 생각하면,(2)식은 원점에서 의 거리에 있는

구와 원뿔의 단면의 넓이와 원점에서 의 거리에 있는 원기둥의 단면의 넓이가 지
레의 원리에 의하여 균형을 이루고 있는 것으로 해석할 수 있다.
를 으로부터 까지 변화시키면,이들 단면은 각각 구,원뿔,원기둥을 채우

게 된다.구의 부피를  라고 하면,원뿔의 부피를 구하는 공식은 이미 알려져 있
었으므로,다음과 같은 식을 얻을 수 있다.
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






   


    (3)

이 식으로부터 구의 부피를 구하는 공식

 






이 나온다.
이러한 사고 과정은 추측이고 증명은 아니지만 결과가 참일 것이라는 예측을 강

력하게 암시한다.(2)식으로부터 (3)식으로의 이행은 무한소 양으로부터 전체 양으
로,곧 미분으로부터 적분으로의 이행이며,이는 다름 아닌 정적분이란 위대한 아
이디어의 착상인 것이다.

(그림 3-3)곡선 사이의 넓이와 부피

정적분 지도에서 곡선 사이의 넓이를 구하는 공식








와 입체의 부피를 구하는 공식








를 다루고 있다.이는 각각 선분(곧,무한소 넓이)과 평면 영역(곧,무한소 부피)의



- 21 -

무한합으로 넓이와 부피를 연상하게 하는데,정적분의 역사적 근원이 Archimedes
의 무한소 계산법에 있음을 보여주는 것은 이러한 정적분의 직관적 이해에 도움을
줄 것이다.[4]

3)Kepler의 포도주 통의 부피 측정

Kepler는 미적분학의 선구자 중의 한 사람이다.행성운동의 두 번째 법칙4)에 포
함된 넓이 문제를 다룰 때,태양과 궤도 위의 서로 무한히 가까운 두 점을 꼭지점
으로 하는 무한히 작은 삼각형들이 넓이를 이룬다고 생각하였다.이렇게 하여 하나
의 적분법을 사용하였는데,예를 들어 (그림 3-4)의 왼쪽 그림과 같이 원의 중심을
꼭지점으로 하는 무한히 가늘고 긴 삼각형의 높이가 반지름과 같아진다는 점을 이
용하여 원의 넓이를 구하였다.즉,원둘레 위에 있는 무한히 작은 밑변을 각각
  ⋯ ⋯

이라 하면,원의 둘레      ⋯  ⋯

이고 이 때 원의 넓이 는 작은 삼각형의 넓이의 합으로써 다음과 같다.

 


 



  ⋯ 



  ⋯




  ⋯  ⋯






이것은 이미 Archimedes가 더 상세하게 증명했던 고대의 유명한 계산이다.
Kepler는 같은 논법으로 타원의 넓이도 구했는데 당시에 아직 알려지지 않았지만
역시 Archimedes가 이미 얻은 결론이었다.즉 (그림 3-4)의 오른쪽 그림에서 보듯
이,타원은 반지름 인 원의 각 세로선의 길이를 주어진 비,예를 들면   의 비
로 축소함으로써 얻을 수 있다고 보았다.이 아이디어는 Cavalieri의 원리에 따른
타원의 넓이 구하는 과정에서 자세히 살펴보고자 한다.

4)행성과 태양을 연결하는 동경은 같은 시간에 같은 넓이를 지난다.
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(그림 3-4)Kepler의 원과 타원의 넓이

또한 Kepler는 <포도주 통의 용적 측정,1615>에서 한 축의 둘레로 원추곡선의
호를 회전시켜 얻어진 93개의 입체의 부피를 구하는 데에 초기의 적분과정을 이용
하였다.Kepler는 당시 포도주 검량 관들이 사용하던 다소 어설픈 방법을 목격하면
서 포도주 통의 용적 문제에 관심을 갖게 되었고 그 방법은 다음과 같다.포도주
통을 얇은 두께의 수없이 많은 원판이 겹쳐서 생긴 것으로 생각했으나 얇은 원판
의 부피를 계산하는 것은 단순하지가 않았다.극단적으로 얇으면 높이가 이며,부

피도 이다.의 부피는 아무리 많이 더해보았자 결국 이라는 결과가 나온다.그

러나 두께가 이 아닌 것으로 간주하면 얇을수록 그들의 합은 전체 부피에 접근한
다는 사실이 바로 적분법의 발상이다.적분이란 �대상을 얇은 폭� 또는 낮은 높
이로 나눈 뒤 그들의 총합으로 넓이 또는 부피를 계산하는 방법이다.미분이 극단
적으로 짧은 시간 안의 속도 계산이라면,적분은 극단적으로 짧은 시간 안의 속도
로 달린 거리의 총합이라 할 수 있다.

4)Cavalieri의 불가분량법

Kepler의 행성의 타원궤도의 계산에서의 적분의 발상을 한층 발전시킨 사람이
Cavalieri이다.Cavalieri는 1635년에 미적분법의 전신이라 할 수 있는 불가분량을
소개한 논문 <불가분량의 기하학,Geometriaindivisible>을 발표하였다.이것은 무
한소에 관한 논문으로 Cavalieri는 다음과 같은 원리를 사용하였다.
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1.만일 두 평면 도형이 한 쌍의 평행선 사이에 들어있고,이 직선과 평행한 임
의의 직선 위의 그것에 의해 잘린 두 선분이 항상 어떤 주어진 비율이면 이
두 평면도형의 넓이의 비율도 그와 같다.

2.만일 두 입체도형이 한 쌍의 평행한 평면 사이에 들어 있고 평면과 평행한 임
의의 평면 위의 그것에 의해 잘린 두 단면의 넓이가 항상 어떤 주어진 비율이
면 두 입체도형의 체적의 비율도 그와 같다.

Cavalieri의 원리는 기하학적 도형은 넓이 또는 부피의 무한히 많은 �원자�로
이루어져 있고,이것들을 더하면 원하는 넓이 또는 부피를 구할 수 있다는 것이다.
그것들의 직관적인 기저는 현대 적분법으로 쉽고 정밀하게 만들어질 수 있다.이
원리를 직관적으로 명백하다고 받아들인다면 보다 많은 구적 문제를 풀 수 있다.
Cavalieri의원리를 어떻게 이용하는지 알아보기 위해 먼저 장축과 단축이   인

타원의 넓이를 구하고 나서 반지름이 인 구의 부피를 구하여 보자.

(그림 3-5)Cavalieri의 타원의 넓이

동일한 직교좌표 평면에 그려진 타원과 원을 살펴보자.



 


          

위의 각 방정식을 에 관하여 풀면,각각 다음과 같다.
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 


  ,   


 



따라서 타원과 원의 대응하는 좌표는 


의 비율이다.그러므로 타원과 원의 대

응하는 수직 방향의 현도 이 비율이므로 Cavalieri의 첫 번째 원리에 의하여 타원
과 원의 넓이는 이 비율이다.결과적으로 다음을 얻게 된다.

타원의 넓이 



(원의 넓이)

 


   

이것은 근본적으로 Kepler가 장․단축이   인 타원의 넓이를 구하는 데 사용한
과정이다.

(그림 3-6)타원의 넓이를 통한 구의 부피 측정

이제 반지름이 인 구의 부피를 구하는 잘 알려진 공식을 찾아보자.그림(3-6)에

서 왼쪽 그림은 반지름이 인 반구이고,오른쪽 그림은 반지름이 이고 높이가 인
원기둥에서 밑면이 원기둥의 윗면이면서 꼭지점이 원기둥의 밑면의 중심인 원뿔을
제거한 것이다.이 반구와 속이 파인 원기둥은 동일한 평면상에 놓여 있다.이제
이 두 입체 모두를 밑면과 평행하고 밑면으로부터 만큼 떨어진 평면으로 잘라보
자.이 평면에 의해 잘린 입체도형의 단면은 원이고,다른 입체도형의 단면은 반지
모양이다.기초 기하학 식으로 두 단면의 넓이는 모두     임을 쉽게 보일
수 있다.따라서 Cavalieri의 원리에 의하여 두 입체 도형은 같은 부피를 갖는다.
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그러므로 구의 체적 는 다음과 같다.
  ×(원기둥의 부피  원뿔의 부피)

    


  



이 Cavalieri의 두 번째 원리를 가정하고 이를 일관되게 사용하면 입체기하학을
다룰 때 부딪치는 많은 부피 공식을 매우 간단하게 유도할 수 있다.이 방법은 많
은 교과서 집필자에 의해 채택되어 왔으며 교육적 측면에서 옹호되어 왔다.

2.미분학

1)미분개념의 기원

미분법을 최초로 명확하게 예상한 것은 1629년 Fermat가 설명한 착상이라고 한
다.Kepler는 함수의 증분은 보통의 극대 또는 극소 근방에서는 무한소가 된다는
것을 알게 되었다.Fermat가 이 사실을 극대값,극소값을 결정하는 방법으로 변형
시켰다.간략하게 이 방법을 고찰해 보자.

가 에서 보통의 극대값 또는 극소값을 갖고 가 매우 작다면 의 값

은 거의 의 값과 같다.그러므로 시험적으로    이라 놓고 나서 

가 의 값을 갖게 함으로써 이 등식을 참이 되게 만든다.그 결과로 생기는 등식

의 근이 가 극대값 또는 극소값을 갖는 의 값이 된다.
이제 어떤 양을 곱이 최대가 되는 두 부분으로 나누는 것을 고찰함으로써 위의

방법을 예증해 보자.Fermat는 Viète5)의 표기법을 사용했는데 거기에서 상수는 대
문자 자음으로,변수는 대문자 모음으로 표기했다.이 표기법에 의해서 를 주어진
양이라 하고,구하려는 부분을 와 로 나타내어,   를

5) François Viète(1540～1603)는 16세기의 가장 위대한 프랑스 수학자로서 삼각법,대수,기하학 등에 관하
여 많은 저술을 하였다.Viète의 가장 유명한 책인 《해석학 서설》은 기호대수의 발전에 커다란 기여를
하였는데,이 책에 미지량을 나타낼 때는 모음을,기지량을 나타낼 때는 자음을 이용하는 예가 나와 있
고,또한 동일한 문자에 적당한 조건을 붙여서 멱을 표현하는 방법이 나와 있다.
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와 같다고 하면 다음과 같다.
    



 

양변을 로 나누면 다음을 얻는다.
  

  으로 놓으면   를 얻고,결국 구하는 분할을  

얻는다.Fermat의 설명의 논리가 완전무결하지는 않지만 그의 방법은,

lim
→




 

으로 놓는 것,즉 의 도함수는 과 같게 놓는 것과 같다는 사실이 밝혀졌다.

이것은 함수 의 극대,극소를 구하는 관습적인 방법이며 때때로 기초 교과서

에서 Fermat의 방법이라고 불리기도 한다.그러나 Fermat는 의 도함수가 에
접근하는 것이 보통의 극대값,극소값을 구하기 위한 충분조건은 아니고 필요조건
일 뿐이라는 것을 알지 못하였다.또한 Fermat의 방법은 극대값과 극소값을 구별
하지 못하였다.
Fermat는 또한 방정식으로부터 주어진 곡선의 한 점에서의 접선을 구하는 일반

적인 방법을 고안하였다.그의 생각은 그 점에 대한 접선영(subtangent),즉 축 상
의 접점에서 내린 수선의 발과 접선이 축과 만나는 점 사이의 선분을 찾는 것이
다.이 방법은 접선을 곡선과의 교점이 일치하려 할 때 할선의 극한으로서 생각하
는 개념을 사용한다. 현대적 표기법을 사용하면 다음과 같다. 방정식을
  으로 하고,점  에 대한 곡선의 접선영 를 구해보자.삼각형의

닮음을 이용하면 접선 위의 근접점의 좌표는        임을 쉽게 알
수 있다.이 점을 실험적으로 곡선 위에 있는 것처럼 취급하면,

         

을 얻는다.그러면 등호는 가 값을 갖게 함으로써 참이 된다.그리고 접점의

 좌표로 나타난 방정식을 풀어 접선영 를 구한다.Fermat는 이와 같은 방법을

 

(그림 3-7)최대 분할



 
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이용하여 타원,사이클로이드,시소이드,콘코이드,쿼드라트릭스와 데카르트의 엽
선을 구했다.

(그림 3-8)접선영

데카르트의 엽선,

    

위의 임의의 점에서의 접선영을 찾음으로써 그 방법을 예증하여 보자.위의 식에서
다음을 얻는다.

   






  




    






  


 

또는,

   


 


       


 


     


  

이제 로 나누고,  으로 놓으면 다음을 얻는다.

 
  

  

또한,미분법을 예견하는데 중요한 역할을 했던 또 다른 사람은 영국의 수학자
Barrow이다.Barrow의 가장 중요한 업적은 그의 저서 《광학과 기하학 강의,
Lectionesopticaeetgeometricae》인데,이 책 내용 중에는 미소삼각형(differential
triangle)을 사용하고 있는 현대 미분과정과 매우 비슷한 접근방법이 나와 있다.
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(그림 3-9)Barrow의 곡선의 접선 구하기

(그림 3-9)와 같이 주어진 곡선 위의 한 점 에서의 접선을 구하고자 한다.를
곡선 위의 근접점이라 할 때,삼각형 과 삼각형 은 서로 닮았고,Barrow
는 작은 삼각형이 무한히 작아짐에 따라 다음과 같은 등식을 얻게 된다고 주장하
였다.









이 때,      라 놓으면, 점  에 대하여 점 의 좌표는
      가 된다.이 값들을 곡선의 방정식에 대입하고 와 의 2차 이상인

항을 무시한다면 비율 



를 얻는다.따라서 다음과 같은 식











  









가 성립하고 접선이 결정된다.Barrow는 여러 곡선의 접선을 작도하는 데 이 방법
을 응용하였는데,여기에서는 �특수한 라메(Lamé)곡선�이라 이름 붙여진 곡선


 


 

에 적용하여 보자.

          

                

와 의 2차 이상인 항을 무시하고 또한 

 


 

임을 이용하면,이 식은
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    

으로 변형되고,다음을 얻는다.



 







물론 비율 



는 현대의 

이며,Barrow의 방법에서 다소 불충분한 과정은 극한

이론을 사용해서 엄밀하게 만들 수 있다.

2)무한소의 개념

미적분학의 논리적 기초가 되는 또 하나의 원칙적인 생각은 일반적인 극한개념
의 응용이라는 것이다.미분계수는 변수의 증분과 그에 대응하는 함수의 증분과의
몫이 극한을 가질 때 그러한 극한값으로서 정의되며,정적분은 상합과 하합의 극한
값으로 정의된다.예를 들면 기호 에 관하여 d는 극한의 의미가 부여되어 있으

며 Sum을 뜻하는  도 무한소량의 합의 뜻으로서 극한의 의미를 암시하고 있는

것이다.미적분학의 초기 발견 당시 혼란스럽게 한 무한소의 개념에 대해 알아보고
자 한다.
도함수의 본질은 Newton이 그랬던 것처럼 속도를 써서 생각하면 가장 이해하기

쉬울 것이다.만약 어떤 물체가 4초 동안 200피트를 간다면 그것은 초당 50피트의
평균속도로 움직인다고 말할 수 있다.그리고 그 물체가 일정한 속도로 움직인다면
그 평균속도는 4초 동안의 각 순간의 속도가 된다.그러나 대부분의 운동은 일정한
속도를 갖지 않는다.지상으로부터 떨어지는 물체,총에서 발사된 탄환,태양의 주
위를 도는 행성은 연속적으로 변화하는 속도를 가지고 운동한다.많은 경우에 있어
운동하는 동안 어떤 순간의 속도를 알아야 할 필요가 있다.예를 들면,탄환이 사
람을 때리는 순간의 속도는 치명적이다.만약 그 속도가 초당 미터라면 탄환은 땅
에 떨어지고,초당 1000미터라면 사람이 죽을 수도 있다.한 순간이라는 의미 자체
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는 시간의 경과량이 이다.시간의 경과가 이면 그 물체가 움직인 거리도 이다.
그래서 평균속도를 구할 때처럼 거리를 시간으로 나누어 순간속도를 구하려고 한

다면 


이 되어 의미가 없다.

이와 같은 난관을 17세기 수학자들은 암암리에 알고 있었으나 확실히는 몰랐으
며,그것을 타개하는데 다음과 같이 하였을 것이다.한 물체가 땅으로 떨어지는데
낙하 4초 후의 순간속도를 알고자 한다고 가정해 보자.어떤 순간 대신에 낙하하는
시간의 어떤 구간을 생각하고,그 구간 동안의 낙하 거리를 시간으로 나눔으로써
평균속도를 구할 수 있다.다시 말해서 다음과 같은 경우의 값을 구할 수 있다.

ⓐ 낙하 4초 후부터 1/2초가 경과한 동안의 평균속도
ⓑ 낙하 4초 후부터 1/4초가 경과한 동안의 평균속도
ⓒ 낙하 4초 후부터 1/8초가 경과한 동안의 평균속도

구간이 짧아질수록 그 평균속도는 4초 후의 순간속도와 가까워진다.각각의 값들
을 알아서 어떤 값에 접근하는가를 알면 구하려는 4초 후의 순간속도에 가까워진
다는 것을 알게 된다.

Fermat가 도함수를 구해내는 과정은 다음과 같다.
  

으로 표현되는 낙하운동을 하는 공의 4초 후의 속도를 구해보자.  

일 때   ⋅

 이다.를 시간의 증분이라 하면,공은   초 동안에

  만큼 낙하할 것이며,여기에서 는 거리의 증분이다.그러므로

                

        







  







   
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라는 식을 얻을 수 있다.그 다음에 Fermat는   으로 놓음으로써 낙하 4초 후

의 순간속도로서   을 얻었다(는 Newton에 의한 기호이다).결국 가
  일 때의   

의 도함수의 값이다.
이 방정식에서의 문제점은 이 아닌 로 시작해서 분자,분모를 로 나누는 시

행을 했는데 이것은 가 이 아닐 때에만 옳은 것이다.Fermat는 자신이 얻은 결
과를 정당화시키지 못했으며 이 같은 방법을 계속 연구하지는 않았다.
Newton또한 무한소의 개념에 관해 논리적 정당화가 불분명했다.그는 Fermat

가 위에서   이라고 나타낸 것을 비판했다.왜냐 하면,그는 말하기를 “수학에
서는 미세한 오차라도 무시될 수 없기 때문이다.”라고 하였다.《프린키피아,
Principia》의 초판과 제 3판에서 Newton은 다음과 같이 말하였다.
“무한히 작아지는 양의 궁극적인 비는 엄격히 말해서,궁극적인 양의 비가 다가

가는 극한이며,주어진 어떠한 차이보다 가깝게 접근하기는 하나,그 양들이 무한
히 작아지기 전에 그 극한을 지나치지도 않고 거기에 도달할 수도 없다”[8]
정적분의 경우에 있어서도 상황은 비슷했다.어떤 도형이 전체적으로 또는 부분

적으로 곡선으로 둘러싸인 것일 때 그 넓이를 계산할 때,곡면으로 둘러싸인 부피
를 계산할 때 있어서 내접 또는 외접하는 사각형의 구간을 무한히 작게 하면,그
부피나 넓이는 참값에 가까워진다.직관적으로 생각하여도 직사각형의 개수가 많아
질수록 그들 넓이의 합이 구하려는 곡선도형의 넓이에 더 가까워짐이 분명하다.그
러나 등분 했을 때 을 무한히 크게 했을 때의 무한이라는 개념이 명확하지가
않았다.
앞에서 살펴본 넓이와 부피를 구한 Eudoxus의 Cavalieri의 불가분량법은 많은

학자들에게 영향을 주었고,이 불가분량법은 모호한 사고의 전형적인 예였다.
Cavalieri는 넓이를 무한히 많은 불가분량(indivisible)이라 불리는 단위들의 합이라
고 보았는데 이때의 불가분량은 아마도 선이라고 볼 수 있겠다.그러나 Cavalieri는
불가분량이 정확히 무엇인지는 분명하게 밝히지는 못했고,다만 넓이를 무한히 작
은 직사각형들로 나눈다면 불가분량에 도달한다고 했을 뿐이다.Cavalieri는 어떻게
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무한히 많은 원소,즉 불가분량들이 유한한 크기의 물체를 구성하고 있는지를 설명
할 수 없었기 때문에 그의 불가분량에 대한 해석을 거부함으로써 답을 회피했다.
또한 그의 방법이 복잡한 그리스의 실진법을 피하는 실용적인 도구라고 주장하였
다.

3)Newton의 유율법

Newton은 적분의 개념에는 별로 공헌한 바는 없지만 도함수는 광범위하게 이용
하였다.도함수를 이끌어내는 방법은 근본적으로 Fermat의 것이었다.그는 미적분
학에 관한 세 편의 논문을 썼으며,그의 걸작 《프린키피아,Principia》를 출간하
였다.
Newton의 주된 관심사는 물리학이었다.특히,그는 행성의 운동에 관심이 많았

다.Newton은 시간 에 따라 변하는 (반지름을 위한)거리 ,이를테면,  
을

고려했다.그는 주어진 함수,변하는 양을 유량,변량(fluent)이라 하였고,그것의 변
화 비율을 유율(fluxion)이라 하였다.그리고 유율을 로 나타내었다.그는 를 일

종의 속력,또는 속도(즉,거리의 변화율)로 나타내었다.에 가까워지지만 은 아

닌 작은 양을 기호 으로 나타내었다.
1671년에 작성된 Newton의 논문 <유율법과 무한급수>에 있는 한 예를 살펴보

자.삼차곡선이
        

일 때,위 식에   대신  을 대입하면 다음과 같은 식을 얻는다.

          

            

            

위 식을 간단히 정리하여,남은 항들은 으로 나눈다.다음에는 2차 이상의 지수를

가진 을 포함하는 모든 항을 제거하면 다음을 얻는다.
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        

Newton은 두 가지의 유형을 고찰했다.첫째 유형은 몇 개의 변량에 관련된 관계
식이 주어지고,이 변량과 그들의 유율과 관련된 관계식을 찾는 문제이다.이것은
위에서 했던 것이고,미분에 해당한다.두 번째 유형은 몇 개의 변량과 그들의 유
율에 관련된 관계식이 주어지고 변량에만 관련된 계산식을 찾는 문제이다.이것은
역산 문제이고,미분방정식을 푸는 것에 해당한다.2차 이상의 지수를 가진 을 무
시하는 생각은 후에 Newton이 원시 극한개념을 써서 정당화하였다.Newton은 유
율법을 수없이 그리고 놀랄 만큼 응용하였다.극대와 극소,곡선의 접선,곡선의 곡
률,변곡점,곡선의 요철 등을 결정하고,그의 이론은 수많은 구적법과 곡선의 길이
를 구하는 문제에 적용하였다.미분방정식을 적분하는데 있어서도 비상한 능력을
나타내었다.대수적 또는 초월적 수치 방정식 모두에서 실근을 근사적으로 찾는 작
업도 또한 이 방법에 포함된다.

4)Leibniz의 미분학

Leibniz의 미적분학에 대한 접근법은 Newton과 다소 달랐다.그는 기호 의 값

의 작은 차이를 나타내는  그리고 의 값의 작은 차이를 나타내는 를 사용하

였다.그는 기울기 함수를 

로 나타내었는데,이 기호는 두 개의 작은 증분의 비

를 분명하게 암시한다.그는 곡선의 기울기를 찾는 기하학적인 문제로서 이 주제에
접근하였다.함수의 변화율,즉 에 관한 의 변화율을 구하는 것이란 곡선의 기울
기를 찾는 것이라고 생각하였다(즉,기울기는 얼마나 가파른가?).그러나 기울기가
일정하지 않다는 사실이 어려운 점이다.어떤 점에서 곡선은 상당히 가파르게 올라
가고,다른 점에서는 곡선이 거의 수평을 이룰 수도 있다.또 다른 점에서는 곡선
이 상당히 가파르게 내려갈 수도 있는 것이다.  

의 함수를 생각해 보자.

가 증가함에 따라 곡선은 더 높이 올라갈 뿐만 아니라 더욱더 가파르게 움직인
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다.의 임의의 값이 주어져있을 때,의 값에 대한 기울기를 계산하기 위해서는 

에 대한 곡선의 높이는 
을 계산함으로써 얻어진다.그러나 의 값에 대한 기울

기를 계산하기 위해서는 에 대해 무엇을 해야 할 것인가?

(그림 3-10)직선 및 곡선의 기울기

그 발상은 다음과 같다.의 오른쪽에 있는 제 2의 점에 주목을 하자.이 곡선

에서 의 높이는 
이고,점 의 높이는    이다.이 곡선이 에서 로

진행한다고 할 때 위로 휘어져 있다.그러나 가 매우 작다면 와 를 연결하는
직선과 이 곡선사이의 차이도 또한 작다.그러므로 P에서 이 곡선의 기울기는 이
직선의 기울기와 거의 같을 것이다.
이런 발상의 요점은 직선의 기울기를 계산하기가 쉽다는 것이다.직선의 기울기

는 수직 방향의 증가를 수평 방향의 증가로 나누어 얻을 수 있다.이 경우에 수직
방향의 증가는      이고,수평방향의 증가는 이다.그러므로 와 Q를 연
결하는 직선의 기울기는 다음과 같다.

   



따라서 직선 의 기울기는 다음과 같다.
  





  


 




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위 식에서 를 약분하면 다음을 얻는다.

 

그렇다면 처음에 계산하려고 한 점 에서의 곡선   
의 기울기는 얼마인가?

정적인 상황을 동적인 상황으로 대체하고,축 방향으로 두 점 와 사이의 거리

를 점점 더 작게 만들 때 어떠한 현상이 발생하는가?

가 작아짐에 따라 점 는 점 로 점점 더 가까이 이동한다.그리고 의 각

값에 대해서 공식 는 직선 의 기울기를 나타낸다.예를 들어,  라

하고,의 값을 연속적으로 0.1,0.01,0.001,0.0001,… 이라고 가정하면 이에 대응
하는 직선 PQ의 기울기는 10.1,10.01,10.001,10.0001,… 이 된다.그러면 여기에
서 분명한 수치적인 양식을 즉시 알 수 있다.즉,의 기울기는 한계값(limiting
value)10.0에 접근한다.[13]
Newton과 Leibniz가 모두 이용한 결정적인 단계는 특별한 점에서의 기울기를 고

려하는 근본적으로 정적인 상황으로부터 그 특별한 점에서 시작되는 직선들의 기
울기를 곡선의 기울기로 근사시키는 동적인 과정으로의 관심 이동이었다.Newton
과 Leibniz는 이런 근사 과정에서 수치적인 양식과 기하학적인 양식을 관찰함으로
써 정확한 답에 도달할 수 있었다.
Leibniz는 또한 적분의 개념에 관해서도 광범위하게 연구하였다.그리하여 그는

독립적으로 직사각형의 합을 구하는 과정을 생각해 내었다.그러나 유한개의 직사
각형의 합으로부터 무한개로 나아가는 과정이 모호했다.그는 축 또는 축을 기
준으로 자른 선들이 무한히 작아지면 그 무한의 합으로 도달한다고 하였다.이것을

그는  라고 표시했다.

Newton의 논리는 Leibniz의 논리보다 훨씬 현대 미적분법의 기본개념에 가깝다.
그러나 Leibniz의 생각이 그럴 듯 하다는 점과 그의 미분기호가 사용하기 쉽고 적
절하다는 사실에서 유율법보다 쉽게 받아들여졌다.
오늘날 미분에 대한 Leibniz의 기하학적 접근 방법은 전 세계의 미적분학 강의에
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서 일반적으로 채택되고 있으며 도함수에 대한 Leibniz의 기호 

는 널리 사용되

고 있다.반면,물리적 운동 기호 는 물리학 이외에는 거의 사용하지 않는다.
Leibniz는 항상 적절한 기호의 사용은 사고를 돕는다는 것을 통감했고,미적분

기호의 경우에 그가 선택한 기호는 특히 적절한 것이었다.와 에 대하여 생각할

수 있는 최소의 차(미분)를 각각 와 로 나타내었다.또한 곡선 아래의 모든

세로선의 합에 대해서   는 사용했다.여기서 적분의 기호로 사용되는  는

합(sum)의 머리문자 S를 길게 늘인 것이다.그런데 접선을 구하고자 할 때에는 �

calculus differentials(미소한 차의 계산)�이 필요했고, 구적에는 �calculus
summation(합의 계산)� 또는 �calculusintegrals(통합하는 계산)�이 필요했다.
바로 이러한 의미로부터 �differentialcalculus(미분법)�과 �integralcalculus(적
분법)�이라는 용어가 생겨나게 되었다.
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제제제 444장장장 고고고등등등학학학교교교 미미미적적적분분분학학학 지지지도도도에에에서서서의의의 수수수학학학사사사 활활활용용용 예예예시시시안안안

111.예시안 1:미적분학 단원의 사전 준비학습
-무한과 극한 개념의 이해
-미적분학 학습의 필요성

1)예시안의 개발 방향

현행 교과 내용을 보면 미적분학을 배우기 전에 함수의 극한이 구성되어 있다.
학생들은 무한 개념과 극한 개념이 습득된 상태에서 극한의 개념으로 정의된 미분
을 학습하게 된다.[20,21]따라서 미적분 단원 도입 시 본시 내용을 들어가기에 앞
서 무한과 극한 개념을 정확하게 이해하고 있는지 확인하는 절차로서,수학사적인
에피소드나 역설을 활용하여 이해를 증진시킬 필요가 있다.무한 개념과 극한 개념
을 확실히 정립함으로써 앞으로 전개될 용어의 정의나 개념에 대해 쉽게 이해할
수 있을 것이다.
또한 실제 학생들을 지도할 때의 교수․학습 지도안에서 해당 차시에 대한 동기

유발이 학생들의 수학 학습 능력을 향상시키는데 중요한 자리를 차지하는 것과 마
찬가지로,새로운 단원이 시작될 때 그 단원의 내용을 왜 배워야 하는가를 수학 내
적 ․외적 관련성을 고려하여 제시해 줄 필요가 있다.대부분의 학생들이 미적분을
왜 배워야 하는지 필요성을 느끼지 못한 채 기능적인 계산위주로 그냥 따라하는
경향이 있는 것이 현실이기 때문이다.따라서 위와 같은 사전 준비학습을 위한 교
수․학습 자료로써 예시안 1(표 4-1～4-3)을 제시하고자 한다.
예시안 1은 무한과 극한 개념의 이해를 증진시키고 미적분학 학습의 필요성을

인식시키는 것을 목적으로 에피소드 �Hilbert의 호텔�과 Zenon의 역설(paradox)
가운데 �아킬레스와 거북이의 경주�와 같은 수학사적인 내용을 소재로 하고,또
한 미적분 개념 도입을 위한 발문․실생활 문제를 이용하였다.
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(표 4-1)예시안 1:미적분학 단원의 사전 준비학습(1/3)

단 계 수학 Ⅱ 대 영 역 다항함수의 미분법 ․ 적분법

학습 내용 미적분의 사전 준비 학습 -무한과 극한 개념의 이해

다음 이야기를 읽고 �무한�에 대한 스스로의 생각을 이야기해 봅시다.

♧ Hilbert의 호텔

어느 호텔이 1호실,2호실,3호실,… 로 번호가 매겨진 무한히 많은 방을
가졌다고 하자.그리고 지금 이 호텔은 만원이라고 한다.거기에 새로운 손님
한 사람이 도착했다.
유한한 개수의 방을 가진 호텔의 지배인이라면 “지금은 만원입니다”하고 거

절하겠지만,무한히 많은 방을 가진 이 호텔의 지배인은 조금도 허둥대지 않고
객실에 �1호실은 2호실로,2호실은 3호실로,하듯이 지금 묵고 있는 객실보다
1씩 증가한 객실로 모두 옮기라�는 방송을 했다.그래서 지배인은 빈 1호실에
다 새 손님을 들어가게 하였다.
그런데,호텔은 여전히 만원인데도 이번에는 이 호텔에 손님 100명이 도착했

다.그러자 지배인은 �1호실은 101호실로,2호실은 102호실로,하듯이 지금
묵고 있는 객실보다 100씩 증가한 객실로 모두 옮기라�는 방송을 했고,1호실
부터 100호실에 새 손님 100명을 받아들일 수 있었다.
호텔은 여전히 만원인데도,이번에는 또 이 호텔에   ⋯이라는 무

한히 많은 손님이 도착했다.그러자 역시 무한히 많은 방을 가진 호텔의 지배
인은 �1호실은 2호실로,2호실은 4호실로,3호실은 6호실로,하듯이 지금 묵
고 있는 객실보다 두 배가 되는 번호의 객실로 모두 옮기라 �는 방송을 했다.
그렇게 하여 은 1호실로,는 3호실로,은 5호실로…하듯이 무한히 많은
손님을 홀수번호의 객실에 들여보낼 수 있었다.
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(표 4-2)예시안 1:미적분학 단원의 사전 준비학습(2/3)

단계 수학 Ⅱ 대 영 역 다항함수의 미분법 ․ 적분법

학습 내용 미적분의 사전 준비 학습 -무한과 극한 개념의 이해

♧ Zenon의 역설 -아킬레스와 거북이의 경주
거북이보다 10배 빠른 아킬레스가 거북이와 달리기 시합을 한다.거북이가

아킬레스보다 100m앞에서 출발할 경우 아킬레스는 절대 거북이를 이길 수 없
다.
Zenon의 설명 :먼저 아킬레스의 속도가 거북이보다 10배 빠르므로,거북이는

초속 10m,아킬레스는 초속 1m라고 할 수 있다.거북이는 아킬레스보다 100m
앞에서 출발하므로,10초 만에 아킬레스는 거북이가 출발한 지점에 도달하지만,
그 때면 거북이는 이미 10m 앞으로 나가 있다.아킬레스는 다시 그 지점까지 1
초 만에 도달하지만 거북이도 1m 앞으로 나가 있다.다시 아킬레스가 그 지점
에 도달하여도 역시 거북이는 약간 앞에 나가 있게 된다.즉 아킬레스는 영원히
거북이를 따라잡을 수 없다.

(그림 4-1)아킬레스와 거북이의 경주
위의 Zenon의 역설을 자유롭게 반박하고 토론하여 논리적인 모순은 어디에

있는가를 알아보자.
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(표 4-3)예시안 1:미적분학 단원의 사전 준비학습(3/3)
단계 수학 Ⅱ 대 영 역 다항함수의 미분법 ․ 적분법

학습 내용 미적분의 사전 준비 학습 -미적분학 학습의 필요성

♧ 좌표평면에서 주어진 두 점에 대하여,그 두 점이 이루는 직선의 기울기
는 물론 직선의 방정식도 구할 수 있다.그렇다면 주어진 곡선의 임의의 한 점
에서의 접선의 기울기는 어떻게 구할 것인가?
⇒ 미분 개념

♧ 삼각형이나 사각형을 비롯한 다각형의 넓이,원의 넓이는 우리가 알고 있
는 공식을 써서 쉽게 구할 수 있다.다음과 같이 복잡한 곡선으로 둘러싸인 도
형의 넓이(그림 4-2)나 부피를 구하려면 어떻게 할 것인가?
⇒ 적분 개념

(그림 4-2)곡선으로 둘러싸인 부분의 넓이

♧ 다음 문제를 풀어봅시다.
예쁜 색을 칠한 판지를 사용하여 울타리를 친 직사각형 모양의 정원을 만들

려고 한다.울타리를 만들 수 있는 판지의 총 길이를 재어보니 300m였다.가
장 넓은 정원을 만들기 위해서는 정원의 가로,세로의 길이를 얼마로 해야 하
는가?
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2)예시안 분석 및 설명

�Hilbert의 호텔�은 �무한!이것만큼이나 인간의 정신을 뒤흔들어 놓은 것은
없다 �라는 말을 남긴 수학자 Hilbert가 Cantor의 무한집합론의 한 부분을 보이기
위하여 고안한 것이다.이것은 유한의 경우에 상식으로 되어 있는 것이,무한이 개
입 하게 되면 무너져버린다는 것을 담고 있다.적분 단원의 구분구적법에 무한의
개념이 적용되기 때문에 이러한 에피소드를 통해 미리 무한대의 의미를 되새겨줄
필요가 있다.학습자는 이 이야기를 읽고 다른 학습자와의 토론을 통해 무한대라는
개념이 고정된 또는 정해진 수가 아니라 무한히 증가하고 있는 상태를 가리키는
것임을 확인할 수 있어야 한다.물론 이 과정에서 교사는 적절한 발문을 통해 학습
자들이 의도한 결론에 이르도록 안내자 역할을 해야 하지만,학생들이 사고과정을
거칠만한 충분한 시간을 주어야 한다.
Zenon의 역설(paradox)�아킬레스와 거북이의 경주�는 다음과 같은 반박을 통

해 논리적인 모순을 지적할 수 있다.

(그림 4-3)아킬레스와 거북이의 경주의 메카니즘

반박 :위 경주의 각 단계에서 거북이가 아킬레스보다 앞선 거리의 합을 라 하
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면,  













⋯이다.

무한등비급수의 합을 계산하면, 



이다.이것은 아킬레스가 정확히 


m를

달리면 거북이와 똑같은 위치에 있게 됨을 뜻하다.즉 무한급수가 유한한 값을 가
질 수 있다는 데 제논의 역설에 대한 문제가 발생한다.
위의 이야기는 현실적으로는 있을 수 없는 일이지만,논리적으로는 반론을 제기

할 수가 없다.그 이유는 이 논리가 어디까지나 유한의 논리이면서도,문제에는 무
한의 개념이 들어있기 때문이다.즉,거북이가 아킬레스보다 10m 앞에 서 있다는
생각 등은 유한의 논리인데,�무한의 점을 지나면서 한없이 접근 한다�라는 무한
의 개념을 이용한 것이다.
위의 이야기에는 시간의 개념이 표면에 노출되지 않고 있으나,문제의 본질은 시

간의 개념에 있다.아킬레스가 처음 자기보다 앞에 있었던 거북의 자리에 온 사실
에 대응한 것은 �시간�이 아니고 그 때의 거북의 �위치 �를 말한 것이다.

이 제논의 역설은 시간을 문제로 삼았을 때,�아킬레스는 거북이를 


초 이

내에는 앞설 수 없다�는 사실을 설명하고 있을 뿐이다.
교사는 학습자들이 논리적인 모순을 이끌어낼 수 있도록,�위의 이야기를 시간

과 거리의 그래프나 무한급수와 같은 수학적인 표현으로 나타내어 보아라�와 같
은 적절한 발문을 할 필요가 있다.

수학 Ⅱ의 미적분법을 배울 학생들은 10-나 단계에서 주어진 두 점을 지나는 직
선의 방정식 구하는 것을 학습하였다.즉,주어진 두 점을 지나는 직선의 기울기를
충분히 구할 수 있는 수준이다.이와 관련하여 미분 개념을 처음으로 도입할 때 예
시안 1에 제시된 바와 같이 발문할 수 있다.학생들은 두 점이 아닌 임의의 한 점,
직선이 아닌 접선의 기울기라는 문제에 당혹감을 느끼겠지만,이것으로써 미분이라
는 개념에 호기심을 갖게 될 것이다.이런 발문을 통해 주어진 곡선의 임의의 한
점에서의 접선의 기울기를 구하는 과정이 미분법임을 인식시켜준다.또한 학생들은
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삼각형과 사각형을 비롯한 다각형의 넓이,원의 넓이를 공식을 적용하여 구할 수
있지만,복잡한 곡선으로 둘러싸인 도형의 넓이나 피라미드와 같은 사각뿔의 부피
를 구하는 공식은 알고 있지 않다.학생들에게 이러한 복잡한 도형의 넓이나 부피
를 구하는 과정에서 적분법이 쓰인다는 것을 인식시켜준다면,학생들은 새로운 개
념을 학습하는데 보다 능동적인 태도를 갖게 될 것이다.
예시안 1에 제시된 미분 개념이 도입된 실생활 문제를 살펴보자.

풀이 방법 1)먼저 둘레의 길이가 300m인 직사각형을 그림으로 그려보자.

위와 같이 여러 가지 방법으로 그릴 수 있으며 가로,세로의 길이에 따라 넓이가
달라짐을 알 수 있다.이와 같이 두 변의 길이를 달리하여 각 직사각형에 대한 넓
이를 구하는 과정을 계속하여 표로 만들면 다음과 같다.

 예쁜 색을 칠한 판지를 사용하여 울타리를 친 직사각형 모양의
정원을 만들려고 한다.울타리를 만들 수 있는 판지의 총 길이를
재어보니 300m 였다.가장 넓은 정원을 만들기 위해서는 정원의
가로,세로의 길이를 얼마로 해야 하는가?

가로 세로 넓이
10
20
30
40
50
⋮

140
130
120
110
100
⋮

1400
2600
3600
4400
5000
⋮

140m

10m

100m

50m
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이 과정을 계속하다 보면 가로와 세로의 길이가 같은 정사각형일 때 넓이가 최
대가 됨을 알게 될 것이다.

풀이 방법 2)가로의 길이를 ,세로의 길이를 ,넓이를 라 할 때,문제의 조
건에 따라 다음 식을 얻는다.

     

이제 미적분학 내용을 이용하여 를 최대화시키는 와 의 값을 구해보자.
     ⇒     

⇒            


위 식의 양변을 길이에 대하여 미분하면,
  를 얻는다.

이 때 에 관한 이차함수     
이 최대값을 갖는 것은 도함수가

일 때이다.따라서



      ⇒   

를 얻게 됨으로써  이고,구하는 최대 넓이는    (㎡)이다.

미적분을 학습한 이후에는 풀이 방법1과 같이 문제를 해결하는 것이 시간낭비라
는 생각이 들 것이다.위와 같이 실생활과 관련된 쉬운 문제를 제시하여 풀이 방법
을 달리하여 문제를 해결해 나감으로써 자연스레 새로운 개념을 도입한 계산의 유
용성을 느끼게 할 수 있다.첫 번째 풀이방법과 같이 귀납의 과정을 통해 충분히
답이 유추가 되기는 하지만,실제 답을 구하기 위해서는 반복적인 계산과정을 거쳐
야 한다.하지만 두 번째 풀이방법과 같이 미적분을 이용하면,문제를 간단하게 풀
수 있다는 점을 학생들에게 알려줄 수 있다.

학생들은 수학을 배우고 있지만 실생활과 어떤 관련이 있는지 직접 느끼지 못하
고 있다.특히 미적분학은 학생들이 어려워하는 부분인 만큼 실생활에서 어떻게 응
용되고 있는지 단원 도입에 들어가기에 앞서 제시해줄 필요가 있다.학생들이 보다
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쉽게 이해할 수 있는 생활 속의 수학으로 안내하여,미적분은 실생활에서 경험할
수 있는 부분임을 여러 사례를 통해 인식시켜주고,미적분 단원에 대한 호기심을
증대시킴으로써 학습의 효율을 높일 수 있어야 할 것이다.따라서 제한된 수업시간
에 활용할 수 있는 방안으로 읽을거리(표 4-4와 4-5)를 제공하는 것을 들 수 있다.
물론 현행 교과서에서는 <탐구 활동>을 통해 평균변화율의 정의를 설명하고 이후
극한의 개념을 도입하여 순간변화율,즉 미분계수의 정의를 제시한 다음,미분계수
의 기하학적인 의미를 설명하고 있다.하지만,교과서를 통한 수업 이전에 실생활
과 관련 있는 위와 같은 읽을거리를 제공하거나 교사가 직접 설명하는 것은 새로
운 개념을 학습해야 하는 학생들에게 있어서 보다 확실한 동기 부여가 될 것이다.
교사는 읽을거리를 제공한 다음 반드시 질문을 통해 확인하고 보충 설명하는 시간
을 가짐으로써 학생들이 읽을거리를 활용할 수 있게 해야 한다.

위와 같이 미적분 단원의 사전 준비 학습으로 무한과 극한 개념의 이해를 증진
시키고,미적분이 실생활에 쓰임으로써 우리 삶의 유용성을 담보해준다는 사실을
제시함으로써,학생들이 미적분을 배워야 할 필요성을 인식하게 될 것이고 학습의
효과도 높일 수 있다.이미 학습한 개념의 확실한 이해를 바탕으로 하여,미적분이
어떻게 쓰이는지 알고 배우는 것과 기능 위주의 계산 과정을 무작정 따라하는 것
은 차이가 있을 것이다.
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(표 4-4)학생 제공용 읽을거리(1/2)

미적분학 학습의 필요성 -실생활에서의 미적분

♧ 순간의 속도 -자주 변하는 속도는 미분으로 파악
우리는 학교에서 미분이라는 말을 들으면 생소하게 느끼지만 실제로 생활 속

에서 미분을 체험하고 있다.예를 들면 차의 주행 거리를 미분한 것이 바로 속
도이다.즉 속도계는 미분하는 기계라고 할 수 있다.
차의 움직임을 시간을 좌표,거리를 좌표로 하는 그래프로 나타내면,수평

으로 되어 있는 부분은 정지하고 있는 것이다.급경사의 부분은 속도가 빠르고,
경사가 완만한 부분은 속도가 느리다는 것을 나타낸다.
이렇게 보면 차의 순간 속도는 그래프의 커브를 경사(기울기)로 간주했을 때

의 언덕의 기울기로 나타낸다는 것을 알 수 있다.그렇다면 기울기는 무엇을 나
타내는 것일까?가장 알기 쉬운 것은 그래프의 커브가 직선일 때이다.
이 직선의 그래프에 나타나는 운전은 시간에 비례해서 달리는 것이므로 차가

일정한 속도로 달리고 있음을 의미한다.또한 속도는 달린 거리를 시간으로 나
눈 것이므로 직선의 기울기와 같다.
그렇다면 자주 변하는 속도는 어떻게 계산할 수 있을까?
시속 몇 km인가를 알기 위하여 1시간 달린 거리를 구하는 것은 순간 속도와

는 전혀 다르다.1분 동안 달린 거리를 재어 보자.만일 1분 동안 달린 거리가
1km이라면 시속 60km가 된다.그러나 1분 동안 계속 일정한 속도로 달린 것은
아니다.그래서 1초 동안 달린 거리부터 차례로 생각해 나간다면 아무리 짧은
시간을 생각하더라도 끝이 없다.이 난점을 극복하는 것이 바로 극한의 개념이
다.
즉 �평균속도=움직인 거리/시간의 변화량�의 식에서 시간을 점점 더 작게

해 나갈 때,이 값이 어떤 값을 향하여 근사해 나간다고 하자.이 때 그 목표로
한 값을 순간속도라고 한다.움직인 거리의 미분이란 바로 이 각 순간 속도를
가리키는 것이다.이것을 그래프로 생각하면 곡선에서의 접선의 기울기를 구하
는 것과 같다.
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(표 4-5)학생 제공용 읽을거리(2/2)

미적분학 학습의 필요성 -실생활에서의 미적분

♧ 미적분의 적용 예 -우리 삶의 유용성을 돕는 것

수학의 여러 분야 중 미적분만큼이나 폭넓게 응용되는 분야는 없다.우리 주
위를 조금 주의 깊게 둘러보면 많은 것을 발견할 수가 있다.
먼저 들 수 있는 것이 우리가 매일 사용하고 있는 전기이다.전기의 원천인

발전기․변압기․송전과 같은 전력 관계에서 시작하여 텔레비전․스테레오․세
탁기와 같은 가전제품에 이르기까지 모두가 미적분의 원리에 바탕을 두고 있다.
발전기를 예로 들면,그 원리는 Faraday(1791～1867,영국의 화학자․물리학

자)의 전자 유도 법칙에 의존하고 있다.Faraday의 전자 유도 법칙이란 다음과
같다.

�자석의 N극과 S극이 대치하고 가운데를 전선이 이동하면,전선에는 전압이
발생하고 그 크기는 자속을 횡단하는 비율(즉 미분)에 비례한다.�
이 미분의 아이디어는 고속 열차의 자체 구조에 쓰이고 있다.텔레비전이나

스테레오,CD 플레이어와 같은 오디오 기기에는 콘덴서나 코일이 도처에 사용
되고 있는데,이들에 각각 미분과 적분이 작용하고 있다.
또한 자동차의 차체를 설계하기 위해서는 매끄러운 곡선이나 곡면의 도안이

필요하다.거기서 사용되는 것이 스프라인 곡선의 테크닉으로,이것은 몇 개의
점을 디스플레이에 입력하면 컴퓨터가 미분을 사용하여 매끄러운 곡선으로 이
어 주는 것이다.
점보제트기의 자동 조정에서는 자이로를 사용하여 지표면에 대하여 항상 수

평 및 기준방향을 향하는 수평 안정판을 설치한다.그리고 그 위에서 전후․좌
우․상하의 가속도를 측정하여 두 번 적분해서 시시각각 변화하는 현재의 위치
를 구한다.
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2.예시안 2:구분구적법

1)예시안의 개발 방향

제 7차 교육 과정 수학 Ⅱ의 영역별 내용에 제시된 바와 같이,구분구적법은 그
뜻을 이해하고 간단한 도형의 넓이와 부피를 구할 수 있는 정도로 학습한 다음 정
적분의 정의를 도입하기 위한 바탕이 되고 있다.[19]따라서 구분구적법을 제대로
이해하는 것은 정적분의 정의와 정리 및 활용 부분의 학습효과를 높이는데 선행요
건일 것이다.구분구적법의 학습효율을 높일 수 있는 방안으로 예시안 2를 제시하
고자 한다.예시안 2는 구분구적법의 교수․학습 자료로 활용할 수 있도록 개발하
였는데 (표 4-6)에 제시된 바와 같이 학습목표 제시,도입,전개,활동지 이렇게 네
단계로 구분하여 그 단계에 따른 내용으로 구성하였다.
예시안 2의 구성 상 교과 내용의 학습할 부분은 전개 단계에 해당되는데,본 예

시안에서 주안점을 둔 것은 학습목표제시,도입,활동지 단계이다.이 세 단계는 모
두 결국은 학습목표에 도달하기 위한 과정이라 볼 수 있고,그 과정에 수학사를 활
용하고자 하였다.
예시안 2의 개발에 있어서는 제 2장의 수학사 활용에 관한 이론적 배경에서 살

펴보았듯이,수학사를 수학 교육에 활용하는 것은 교육과정 구성에서 자연스러운
내용 배열의 준거가 되며,학습-지도에서 수학적 아이디어의 발달 과정을 따름으로
써 자연스럽게 그 이해를 도울 수 있다는 이점을 적극 반영하였다.또한 옛 문제를
활용함으로써 학생들로 하여금 보다 직접적으로 수학의 역사를 통한 수학 학습의
즐거움과 수학의 진면목을 느끼게 하는 데 주력하였다.
예시안 2는 자칫 형식적인 면에 치우칠 수 있는 학습목표 제시와 도입 단계에서

부터 학생들의 동기 유발과 학습 의욕을 증대시키기 위하여 수학사적 내용을 활용
하였으며,많은 시간을 할애하도록 하였다.예시안 2는 말 그대로 교수․학습 자료
의 예시안인 만큼 실제 현장 수업에서는 제한된 시간으로 불가피하게 수정․보완
이 필요할 수밖에 없으리라 본다.
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(표 4-6)예시안 2:구분구적법

단계 내 용

학습
목표
제시

Archimedes와 Cavalieri의 방법 등 구분구적법의 역사적인 배경을 알
아보고,이를 통해 구분구적법의 의미를 이해하고 구분구적법으로 도
형의 넓이와 부피를 구해보도록 하자.

도입
수학사를 활용한 넓이와 부피의 이해
1)Archimedes의 포물선 구적법
2)Cavalieri의 불가분량법을 이용한 넓이와 부피 구하기

전개

교과 내용의 이해
1)직사각형으로 넓이의 근사값 계산
2)얇게 잘라낸 조각을 이용한 부피의 근사값 계산
3)위의 근사값의 극한으로 넓이 또는 부피를 구하는 방법
⇒구분구적법

활
동
지

1)반지름이 인 원에 내접 및 외접하는 정다각형의 넓이는 각각








  




,   









, lim

→∞

  lim
→∞

  


임을 보이자.

2)포물선   
에서,좌표가  과 인 두 점 사이의 선분으로

둘러싸인 포물선 부분의 넓이를 구분구적법으로 구하고,Archimedes
의 포물선 부분의 구적법과 견주어보자.

3)직사각형   개를 사용하여,타원 


 


     로 둘

러싸인 부분의 넓이의 근사값을 구해보고 Cavalieri가 구한 것과 견주
어 보자.

4)구분구적법을 이용하여 반지름이 인 구의 부피를 구하여 보고,

Cavalieri가 구한 것과 같음을 확인해보자.
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2)예시안 분석 및 설명

학습목표의 제시

구분구적법은 넓이와 부피를 구하는 방법이므로,학생들이 이미 알고 있는 넓이
와 부피에 대한 개념을 다음과 같이 새로운 시각으로 제시할 수 있다.

�직사각형의 넓이 또는 정육면체의 부피에 대한 계산은 길이,너비,높이 등과
같은 여러 가지 크기를 곱하는 간단한 문제이다.예를 들어 가로 30㎝,세로 50㎝
인 직사각형의 넓이를 구해보자.길이가 30㎝인 한 가닥의 굵은 줄을 50㎝ 평행이
동 시켰을 때,움직인 부분의 크기를 넓이라고 정의하면 그 넓이는  ×(㎠)으
로 설명할 수 있다.�
또한 반지름이 인 원의 넓이를 구하는 과정을 되짚어 줄 수 있다.구분구적법이

나오기 전의 계산으로 원을 잘게 나눈 다음 직사각형 모양으로 재배열하여 넓이를
구한 것과 Kepler의 구적법을 활용할 수 있다.Kepler의 구적법은 활동지의 문제 1
에 제시되어 있는데 원에 접하는 정  다각형의 넓이를 구하고,그 극한으로 원의
넓이를 구하는 것이다.
학생들은 사각형,삼각형 및 원 등 간단한 도형들의 넓이는 쉽게 구할 수 있다.

그러나 휘어진 모서리를 가진 도형의 넓이 또는 휘어진 면을 가진 입체의 부피를
어떻게 계산할 수 있을까?이들을 구하는 문제는 오랜 옛날부터 수학자들의 관심
을 끌었다.따라서 본 예시안은 학생들로 하여금 Archimedes와 Cavalieri의 방법
등 구분구적법의 역사적인 배경을 알게 하고,수학자들의 아이디어를 접하는 과정
을 통해 구분구적법의 의미를 보다 잘 이해할 수 있다는 데에 주안점을 두었다.

도입 -수학사를 활용한 넓이와 부피의 이해

도입 단계에서는 Archimedes의 포물선 구적법과 Cavalieri의 불가분량법과 같은
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수학사적 내용을 활용하였다.
�포물선으로 둘러싸인 도형의 넓이를 어떻게 하면 구할 수 있을까?고대의 수

학자 Archimedes는 일련의 선분으로 포물선에 근사시키면 선분으로 둘러싸인 도형
은 여러 개의 삼각형으로 구성된다는 사실을 이용하여 이들 도형들의 합으로 포물
선 아래의 넓이에 대한 근사값을 구하였다.이를 더욱 발전시켜 선분의 값을 증가
시키고 이런 계산을 반복함으로써 포물선 넓이에 더욱 가까운 근사값을 얻을 수
있게 되었다�

위와 같이 Archimedes의 포물선 구적법을 언급하고,구체적인 계산 방법(제 3
장 -적분개념의 기원)을 설명할 수 있다.
마찬가지로 Cavalieri의 불가분량법을 다음과 같이 제시할 수 있다.
�불가분량의 개념은 명확하게 정의되지 않았지만 주어진 도형의 불가분량은 그

도형의 현을 의미하고,그 평면 도형은 그와 같이 평행하게 무한히 많은 불가분량
집합으로 이루어진 것으로 간주할 수 있다.Cavalieri는 어떤 평면 도형의 평행한
불가분량들 각각을 자체의 축을 따라서 불가분량의 끝점들은 연속적인 경계를 유
지하면서 밀어 움직이면,그리고 원래의 도형과 새로 생긴 도형이 같은 불가분량으
로 이루어지기만 한다면,새로 생긴 도형과 원래의 도형의 넓이는 서로 같다고 주
장하였다.이를 바탕으로 Cavalieri는 두 가지 원리를 얻게 되었다.�
그리고 제 3장에 나와 있는 Cavalieri의 원리를 소개하고 이를 이용한 장축과

단축이   인 타원의 넓이와 반지름이 인 구의 부피를 구해 보는 것이다.

위와 같이 Archimedes와 Cavalieri는 휘어진 모서리를 가진 도형의 넓이와 휘어
진 면을 가진 입체의 부피를 구했다.그러한 이들이 구한 도형의 넓이나 입체의 부
피는 특별한 경우이거나 아니면 복잡한 계산을 처음부터 다시 해야 하는 불편함이
있다.따라서 이것을 일반화할 필요성이 생기게 되었고,이 일반화 과정이 구분구
적법임을 알게 하고 이것이 적분개념을 형성하게 된 것임을 학생들에게 인식시켜
야 한다.
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전개 -구분구적법

그리스 시대부터 넓이,부피를 구하기 위한 많은 수학자들의 노력으로 적분학이
발전되어 왔다.넓이의 경우는 매우 가늘고,평행한 직사각형들의 넓이의 합으로
그 넓이를 근사시켜 구했으며,부피의 경우는 얇게 잘라낸 조각들의 부피의 합으로
그 부피를 구하였다.  

와 같은 간단한 곡선 아래의 넓이와 원뿔의 부피를 구
하는 과정을 통해 구분구적법을 이해시킨다.

활동지

활동지는 네 문제로 구성하였는데,이 문제들은 위에서 말한 바와 같이 학습목표
제시,도입,전개 어느 단계에서든 필요에 따라 활용할 수 있다.문제에 따라 교사
가 설명 중에 문제를 함께 해결할 수도 있고,학생 스스로 해결할 수 있는 시간을
줌으로서 이해도를 확인할 수도 있는데 문제 해결 과정은 다음과 같다.

[문제 1][[[KKKeeepppllleeerrr의의의 구구구적적적법법법]]]반지름이 인 원에 내접 및 외접하는 정다각형의

넓이는 각각 






 




,  









, lim

→∞

  lim
→∞

  
 임

을 보이자.

(그림 4-4) 내접․외접하는 정다각형의 넓이
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[풀이]정다각형의 각 꼭지점에서 개의 반지름을 그으면 개의 삼각형은 합

동이다.그러면 중심각은 


이다.

그러므로 (그림 4-4)의 왼쪽 그림에서 넓이와 그 극한을 구하면 다음과 같다.

 △   ⋅



⋅ 

   








 


  




∴ 












lim
→∞

  


또 (그림 4-4)의 오른쪽 그림에서 

과 그 극한을 구해 보자.

   △   



∴ lim
→∞

  

⋅⋅  

 □

[문제 2][[[AAArrrccchhhiiimmmeeedddeeesss의의의 포포포물물물선선선 구구구적적적법법법]]]포물선   
에서,좌표가  과

인 두 점 사이의 선분으로 둘러싸인 포물선 부분의 넓이를 구분구적법으로 구하
고,Archimedes의 포물선 부분의 구적법과 견주어보자.

(그림 4-5)포물선   
 부분의 넓이
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[풀이]축을 중심으로 좌우가 대칭이므로 의 넓이를 구한 뒤 2배 해주면 된다.

구간   을 등분하면 각 소구간의 길이는 


이다.


  lim

→∞

⋅ 














⋅ 


⋯






  




⋅ 


  lim
→∞

       


 


∴     







∴ 구하는 포물선 부분의 넓이는  



이다.

그리고 △의 넓이는 1이므로 Archimedes가 구한 식을 만족함을 확인할 수
있다. □

[문제 3][[[CCCaaavvvaaallliiieeerrriii의의의 타타타원원원의의의 넓넓넓이이이 구구구하하하기기기]]]직사각형   개를 사용하여,타

원 


 


     로 둘러싸인 부분의 넓이의 근사값을 구해보고 Cavalieri

가 구한 것과 견주어 보자.

[풀이] ≤≤, ≤ ≤ 에 대하여 타원 


 


     의 개형을 그

린다.주어진 구간을 길이가 같은 4개의 소구간으로 나누면 이 소구간들의 경계점

은 






,







,  


이다.

각 소구간의 길이는 



이다.각각의 소구간에서 내접하는 직사각형을 그려

보자.주어진 소구간에서 함수     


 이 최소값을 취하는 점을 라

하면,주어진 함수는 단조증가하므로 각 소구간에서 가 최소값을 취하는 점은 각
소구간의 왼쪽 경계점이다.따라서 내접하는 직사각형의 넓이를 합한 값 는 다음
과 같다.
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            

≒ 


× 

따라서 구하고자 하는 타원의 넓이 는 다음과 같다.

  

이 충분히 큰 경우에 타원 


 


     의 넓이는  가 될 것이고,

이것은 Cavalieri의 방법으로 푼 결과와 같게 된다. □

[문제 4][[[CCCaaavvvaaallliiieeerrriii의의의 구구구의의의 부부부피피피 구구구하하하기기기]]]교과 내용의 구분구적법을 이용하여
반지름이 인 구의 부피를 구하여 보고,Cavalieri가 구한 것과 같음을 확인해보자.

[풀이]반구의 높이가 이므로 등분하여 얇은 원

기둥의 두께는 



이 된다.반구의 높이에 수직

인 평면으로 자른 단면의 넓이를       

이라 하면,구의 부피 는 다음과 같다.

 lim
→∞





























⋯











 lim
→∞




        ⋯   









따라서,구하고자 하는 구의 부피는 




이 되어 Cavalieri가 구한 것과 같음을

알 수 있다. □

(그림 4-6) 구의 부피
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제제제 555장장장 결결결론론론

본 논문에서는 미적분학을 학생들이 재미와 흥미를 느끼면서 배울 수 있도록
수학사를 활용한 지도에 관하여 연구하였다.먼저 수학교육에서의 수학사 활용에
대한 선행 연구를 통해 수학사 활용의 필요성과 그 효과 그리고 실제 수업 전개
및 교수․학습 자료 개발과 밀접한 관련이 있는 수학사 활용의 방법적 측면,수학
사 도입에서의 교사의 역할에 대하여 논한 다음,미적분 개념의 기원이 되는 여러
수학자들의 아이디어를 중심으로,미적분학의 수학사적 배경을 고찰하였다.그리고
수학사 활용의 효과와 방법적 측면,미적분학의 수학사적 배경을 토대로 하여,고
등학교 미적분학 지도에 있어서의 수학사 활용 예시안을 제시하였다.

학습에 대한 자율적인 동기 없이 수업을 듣는 학생은 그저 진도만 따라가기에
급급한 수동적인 학습밖에는 할 수가 없다.반면에 �왜 배워야 하는가?�라는 의
문을 가진 학생에게 교사는 적극적인 학습자세와 창의적인 사고력,그리고 앎의 즐
거움을 이끌어내기가 수월하다.교사는 학생들에게 미적분학이 실생활에서 어떻게
이용되고 있는지를 소개하고 그로 인해 미적분학을 배워야만 하는 당위성을 설명
함으로써 동기부여를 할 수 있다.또한 기호화된 식으로 가득 찬 수업보다는 수학
사와 관련된 재미있는 내용과 연계하여 수업을 하면 학생들의 이해를 도울 수 있
다.수학사를 활용한 미적분 지도에서 미적분학의 발생적 토대가 된 문제 유형을
학생들에게 제시하는 것도 중요하다.학생들에게 수학사적 배경이 되는 문제들을
소개함으로써 수학자들이 얼마나 많은 시행착오를 거쳐서 오늘날 미적분학의 이론
이 정립되었는지 알게 해준다면 보다 높은 학습 효과를 기대할 수 있을 것이다.
본 논문에서는 위와 같은 개발 방향에 따라 수학사적 내용 및 문제를 바탕으로

미적분 단원의 사전준비학습과 구분구적법 지도에 활용할 수 있는 예시안을 제시
하였다.이 예시안은 기존 미적분학 교육의 문제점을 해결하여 수학교육의 질과 학
습의 효과를 좀 더 높일 수 있고,학생들에게 미적분의 개념을 정확하게 이해시킴
으로써 수학에 대한 흥미와 긍정적인 태도를 갖게 하고 나아가서 수학적 문제 해
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결력을 신장시킬 수 있을 것으로 기대된다.

수학사를 활용한 미적분학 지도에 있어서 교사가 유념해야 될 중요한 사항을 서
술하면 다음과 같다.
첫째,학생들이 미적분학을 왜 배워야하는지 질문을 할 수 있도록 유도한다.그

럼으로써 학생들에게 미적분학의 학습에 관한 당위성을 설명한다.
둘째,수업의 본 내용에 들어가기에 앞서 필요한 개념들을 사전 준비학습을 통하

여 이해를 돕고,처음 접하게 될 이론에 대해 자연스레 접근할 수 있게 한다.
셋째,학생들이 미적분학의 전반적인 흐름을 파악할 수 있도록 하며 학생 스스로

가 개념지도(conceptmap)를 작성할 수 있도록 한다.
넷째,역사 발생적 과정의 이해를 통해서 학생들이 개념 형성에 대한 여러 가지

시행착오를 할 수 있는 시간을 갖도록 한다.
다섯째,오늘날에 배우고 있는 간단하고 편리한 방법들이 오랜 기간의 시행착오

를 거쳐 형성되어 온 것임을 인식시켜 미적분학에 대한 두려움을 갖지 않게 한다.

본 논문의 일관된 논지는 수학사를 활용한 학습 지도가 이루어져야 한다는 것으
로서 미흡하나마 두 가지 형태의 예시안을 제시하였다.수학사를 활용한 학습 지도
가 활발하게 진행되기 위해서는 수학교육의 시각을 바탕으로 한 수학사에 관한 자
료정리 및 수학사 활용의 교수․학습 자료 개발,제한된 시간 안에서 수학사를 활
용하는 수업 전개 방식 등 연관성이 있는 여러 문제들에 대한 후속 연구가 필요하
다고 생각한다.
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